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ESPACO VETORIAL DEFINIGAO, EXEMPLOS E PROPRIEDADES

DEFINICAO J

Um conjunto n3o vazio V' é um espago vetorial sobre (um corpo) KK se em
seus elementos estiverem definidas as seguintes duas operacdes:

1) Adigdo: A cada par u,v € V corresponde um vetor u+v € V, chamado
de soma de v com v,ou seja,

+: VxV — V
(u,v) — u+v

(fechamento para adigdo vetorial) satisfazendo os axiomas:

A)ut+v=v+uyVuveV (Axioma da Comutatividade)

B) u+(v+w)=(u+v)+w Vuv,we V (Axioma da Associatividade)

¢) Existe em V um vetor, denominado vetor nulo (vetor zero ou elemento
neutro) e denotado por 0, tal que u+0=u,Vue V.

D) A cada vetor u € V exista um vetor em V, denominado oposto de u
(simétrico ou inverso aditivo) e denotado por —u, tal que u+ (—u) = 0.
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ESPACO VETORIAL DEFINIGAO, EXEMPLOS E PROPRIEDADES

2) Multiplicagdo por Escalar: A cada par o € K e u € V, corresponde
um vetor aou € V/, denominado produto por escalar de « por u, ou
seja,

KxV — V
(,u) — au

(fechamento para multiplicagdo por escalar) satisfazendo os axiomas:

A) (af)u=a(fu),Va,fecKeVueV.
B) lu=u,V ue V (onde 1 é denominado elemento identidade de K)

3) Além disso, vamos impor que as opera¢des dadas em 1 e 2 se
distribuam, ou seja, que atendam aos seguintes axiomas:

A) alutv)=autav,VacKeVuveV
B) (a+Blu=au+fuVa,feKeVueV

EXEMPLO
Todo corpo é um espaco vetorial sobre si mesmo.
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DEFINIGAO, EXEMPLOS E PROPRIEDADES

ESPACO VETORIAL

EXEMPLO
O conjunto V = R? = {(x,y)| x,y € R} é um R-espago vetorial com as

operacdes de adicdo e multiplicacdo por um escalar real assim definidas:

(x1,y1) + (2, y2) = (a+x,y1+y2)
Q(Xlayl) = (aX]_, a)’1)

Essas sdo as operagdes usuais de adicdo e multiplicacdo por escalar.

De fato, verifiquemos que este conjunto, com as opera¢des assim definidas,
satisfaz os axiomas de espago vetorial.
1) A
(x1, 1) + (X2, ¥2) = (x1 + X2, 31 + y2) = (%2 + x1,¥2 + y1)
= (2,y2)+(n)=v+u

u—+v

Y u,veR?
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ESPACO VETORIAL DEFINIGAO, EXEMPLOS E PROPRIEDADES

ut(v+w) =

(x1, 1) + [(x2, y2) + (x3, ¥3)]
(x1,01) + (2 + x3, 2 + y3)

(x1 + (x2 +x3), y1 + (y2 + y3))
((x1 + x2) +x3, (y1 + y2) + y3)
(
[
(

x1+x2,y1 + y2) + (x3, ¥3)
(x1,31) + (X2,Y2)]+(X3,Y3)
u+v)+

Y u,v,w e R
C) Seja 0= (0,0) € R?. Com isso,

u+0= (X13y1)+(030) = (Xl +an1+0) = (Xlayl) =u

Logo, existe um vetor em R?, a saber 0 0, tal que u+0 = u, ¥V u € R?.
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ESPACO VETORIAL DEFINIGAO, EXEMPLOS E PROPRIEDADES

D) Para cada u € R?, seja —u € R? tal que —u = (—xg, —y1), com isso
u+t (—u) = (x,1) + (=x1, —y1) = (2 — x1, 51 — 1) = (0,0) =0

Logo, existe um vetor —u em R? tal que u+ (—u) =0, V u € R2.
2) A)

(@B)u = (aB)(x1,y1) = ((aB)x1, (aB)y1)
= (a(Bx1),a(By1)) = aBx1, By1) = a[B(x1, y1)]
= «a(Bu)
Va,feR,VueR
B)

L-u=1-(x,y1)=(1-x,1-y1) = (x1, 1) = u

Y ue R
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DS INCORMYTINOIIINI DEFINICAO, EXEMPLOS E PROPRIEDADES

alu+v) = al(x,n)+ (e,x)] =ala+x,y + )

(alxa +x2), aly1 + y2)) = (xa + axe, ay1 + )
(ax1, ay1) + (e, ays) = alx, y1) + a(xe, y2)

= au+av

VacReV uveR?

B)

(a+B)u = (a+B)(x,y1) = ((a+ B)x1, (a+ B)y1)

(axa + Bx1, ayr + By1) = (axa, ayr) + (Bxa, By)
= alx, )+ B(x, )

au+ Bu

Va,feReVY uec R
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ESPACO VETORIAL DEFINIGAO, EXEMPLOS E PROPRIEDADES

ExeEmMPLO (Espago das n-uplas)

De maneira mais geral a considerada acima, para cada n > 1, o conjunto
K'=KxKx---xK={(a1,a,...,an)| as € K,i=1,...,n} tem uma
estrutura de espaco vetorial sobre IK bastante natural com as operacdes:
para cada u = (a1, a2,...,an),v = (b1,b2,...,b,) € K" e a € K defina

(317327-",an)+(blab27-'-,bn) — (31+b1732+b2,~-'73n+bn)

ala, ag,...,ap) = (aai,aa,...,aa,)

EXEMPLO

Sejam V = R?, u= (x1,y1),v = (x2,y2) € V, a € R e defina as seguintes
operacoes:

utv = (atx,yity) , YuveV
au = (ax,0) , VaeReVwueV

Verifique se V é um IR-espaco vetorial com as operacdes assim definidas.
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ESPACO VETORIAL DEFINIGAO, EXEMPLOS E PROPRIEDADES

EXEMPLO

Seja V = R?, u= (x1,y1),v = (x2,52) € V, @ € R e defina as seguintes
operacoes:

u+v = (xi+x,y1+y2+1) , YuveV
au = (ax,ay1) , YVaeReVueV

Verifique se V' é um RR-espaco vetorial com as operagGes assim definidas.

4
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CO VETORIAL DEFINIGAO, EXEMPLOS E PROPRIEDADES

ExeEmpLO (Espago das matrizes m x n sobre o corpo K)

O conjunto V' = Mp«n(IK) das matrizes m x n com entradas em K é um
K-espaco vetorial com as operacdes de adicao matricial e a multiplicacao
matricial por escalar usuais.

ExeEmMpPLO (Espago dos polinémios P, sobre o corpo K)

O conjunto V = P,(K) = {p(x) € P(K)| dp < n} dos polinbmios com
coeficientes em IK de grau menor ou igual a n, é um IK-espago vetorial com
as operacgdes usuais.
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ESPACO VETORIAL DEFINIGAO, EXEMPLOS E PROPRIEDADES

ExeEmpLO (Espago nulo)

Seja V o conjunto formado por um Gnico elemento, o qual denotaremos por
0 e IK um corpo arbitrario. Defina as seguintes operacdes:

0+40=0 e a0=0,YVaecK

O conjunto V' = {0} com estas operagdes é um IK-espago vetorial. Este
conjunto é denominado espaco nulo.

Seja V um IK-espaco vetorial, da definicdo de espaco vetorial decorrem as
seguintes propriedades.

PROPOSIGAO (UNICIDADE DO VETOR NULO)

O vetor nulo de um IK-espago vetorial V' é dnico.
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IDSINGIORMUINIIVNI DEFINIGAO, EXEMPLOS E PROPRIEDADES

PROPOSIGAO (UNICIDADE DO VETOR OPOSTO)

Para cada vetor v € V, existe um tnico vetor —v tal que v + (—v) = 0.

PROPOSICAO

Para cada vetor v € V, segue que —(—v) = v.

PROPOSIGAO (LEI DO CANCELAMENTO DA ADIGAO)

Seu,vyweVeu+v=u+w, entdov =w.

PROPOSICAO

Se u,v,w € V, entdo existe um dnico vetor v € V tal que u+ v = w.

PROPOSICAO
Para todo o € K, a0 = 0.
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ESPACO VETORIAL

PROPOSICAO
Para todo v € V, Ov = 0.

DEFINIGAO,

EXEMPLOS E PROPRIEDADES

PROPOSICAO

Sejam v € V e a € K, temos que av = 0

v =0.

se, e somente se, o« = 0 ou

PROPOSICAO

Para todo v € V e a € K, temos que (—a)v

= o(-v)

—(av).
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CO VETORIAL DEFINIGAO, EXEMPLOS E PROPRIEDADES

ExXERCiCcIOS PROPOSTOS

Para exercitar os conhecimentos trabalhados nesse encontro e discuti-los na
aula presencial, propomos a resolucdo das questdes

1, 2, 3 e 4

da Lista de Exercicios 1 de Espaco Vetorial, disposta no site
www.joabssilva.com.br/algebra-linear-1/

No site também estdo dispostos os slides utilizados nestes videos.
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https://www.joabssilva.com.br/algebra-linear-1/

IDNINCORMUTINIIN SUBESPACO VETORIAL

Subespaco Vetorial
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ESPACO VETORIAL SUBESPACO VETORIAL

DEFINICAO

Seja V um IK-espaco vetorial e W um subconjunto n3o vazio de V. O sub-
conjunto W é um subespaco vetorial de V' se W, restrito as operacdes de
adicdo e multiplicacdo por escalar definidas em V, é um IK-espaco vetorial.

O resultado a seguir estabelece as condi¢Bes para que um subconjunto W
de um IK-espaco vetorial V' seja um subespaco vetorial de V.

TEOREMA (DA CARACTERIZAGAO DE SUBESPACO)

Sejam V um K-espaco vetorial e W C V' um subconjunto ndo vazio. Entdo
W é um subespaco se, e somente se, satisfaz as seguintes propriedades:

Q Seu,ve W, entdou+veW.
Q SeaecKeve W, entioave W.
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ESPACO VETORIAL SUBESPACO VETORIAL

DEMONSTRACAO.

(=) Mostremos inicialmente que se W é um subespago entdo satisfaz 1
e 2.

Se W é um subespaco de V, entdo W, restrito as operacdes de adicdo e
multiplicagdo por escalar definidas em V, é um IK-espaco vetorial. Logo,
paracadau,ve Wea e K, u+v e Weav € W. Estas sdo exatamente
as propriedades 1 e 2 deste teorema.

(<=) Mostremos agora que se valem 1 e 2, entdo W é um subespa¢o de
V.

Suponha que valem as propriedades 1 e 2. Como estas sdo as operacdes
1 e 2 da definicdo de espaco vetorial restritas aos vetores de W, resta-nos
mostrar que os axiomas de espaco vetorial s3o satisfeitos. Os axiomas 1a,
1b, 2a, 2b, 3a e 3b sdo automaticamente satisfeitos pelos vetores em W/,
pois eles sdo satisfeitos por todos os vetores em V. Portanto, para completar
a prova precisamos apenas verificar os axiomas 1c e 1d. []
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ESPACO VETORIAL SUBESPACO VETORIAL

DEMONSTRAGCAO (CONT.)

Seja v um vetor qualquer em W. Pela propriedade 2, que é nossa hipdtese,
av € W para cada escalar . Tomando o = 0, segue das propriedades de

espaco vetorial que Ov =0 € W. Tomando o = —1, segue também pelas
propriedades de espaco vetorial que (—1)v = —v € W. O
COROLARIO

Sejam V' um K-espago vetorial e W C V' um subconjunto ndo vazio. Entdo
W é um subespago se, e somente se, u+ av € W, para todo u,v € W e
para todo a € K.
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ESPACO VETORIAL SUBESPACO VETORIAL

EXEMPLO

Sejam V =R? e W = {(x,y) € R?| y = 2x}, isto é, W é o conjunto dos
vetores do plano que tem a segunda componente igual ao dobro da primeira.
Verifique se W é um subespaco de V.

EXEMPLO

Sejam V =R?e W = {(x,y) € R?| y = 4—x}, isto é, W é o conjunto dos
vetores do plano que tem a segunda componente igual 4 menos a primeira.
Verifique se W é um subespaco de V.

O (dltimo exemplo sugere, para qualquer subconjunto W de um espaco
vetorial V/, que sempre que 0 ¢ W, W n3o é subespago de V. Por muitas
vezes usa-se esse fato para mostrar de maneira rapida que um subconjunto
W n3o é subespaco de V. Entretanto, chamamos a atenc3o para o fato de
que 0 € W nao implica em W é um subespaco, podemos ter 0 € W sem
que W seja subespaco.
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ESPACO VETORIAL SUBESPACO VETORIAL

EXEMPLO (FUNCAO QUADRATICA)

Sejam V = R? e W = {(x,y) € R? | y = x?}, isto ¢, W é o conjunto
dos vetores do plano que tem a segunda componente igual ao quadrado da
primeira. Verifique se W é um subespaco de V.
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CO VETORIAL SUBESPACO VETORIAL

ExXERCiCcIOS PROPOSTOS

Para exercitar os conhecimentos trabalhados nesse encontro e discuti-los na
aula presencial, propomos a resolucdo das questdes

5, 6 , 7 e 8

da Lista de Exercicios 1 de Espaco Vetorial, disposta no site
www.joabssilva.com.br/algebra-linear-1/

No site também estdo dispostos os slides utilizados nestes videos.
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IDSINGIOMUINIIVNI OPERAGOES COM SUBESPAGOS VETORIAIS

Operacoes com Subespacos
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DNUNGORYCINIVNIN  OP:rAGOES COM SUBESPAGOS VETORIALS
Considere os dois seguintes subespacos de R?,
Wi={(x,y) R’ x+y=0} e Wo={(x,y)eR?* x—y=0}
O conjunto W; U W, é da seguinte forma
Wi UWs ={(x,y) €ER?* x+y=0o0ux—y=0}

Temos que u = (1,1) e Wy UWr ev =(1,-1) € Wy U W,. Agora, se
W1 U W, é um subespaco de R2, entdo u+ v € Wy U Ws de acordo com o
Teorema da Caraterizacdo de Subespaco. Mas,

u+v=(11)+(1,-1)=(2,0)

e,24+40#£0e2—-0+#0, logo u+v ¢ W, UW,. Consequentemente,
Wi U Ws n3o é um subespaco de R?.

Esta discussdo mostra que a unido de dois subespacos de um espaco vetorial
V' n3o é necessariamente um subespaco de V.
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ESPACO VETORIAL OPERACOES COM SUBESPAGOS VETORIAIS

TEOREMA

Se Wy e Wh s3o dois subespacos de V, entdo Wy N W, também é subespaco
de V.

EXEMPLO

Seja V = R3 e considere os subespacos

Wi = {(x,y,2) €R}| x+y—2z=0}
Wo = {(x,y,2z) €ER? 2x —y — z =0}

de V. Determine Wqj N Ws.

2
WlﬂWQ:{<3Z,§,z>|z€IR}
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ESPACO VETORIAL OPERACOES COM SUBESPAGOS VETORIAIS

DEFINICAO

Sejam W; e W, subespacos de um IK-espaco vetorial V. Indicamos por
Wi + W5 e chamaremos de soma de Wi com W, o seguinte subconjunto
de V:

Wi+ Wo={veV|lv=wmwm+w, wi € W) ew € Wy}

O resultado a seguir mostra que toda soma de dois subespacos de V é
também um subespac¢o, chamado subespaco soma.

TEOREMA

Sejam Wy e Ws subespacos de V, entdo Wi + W, é um subespaco de V.
Este é o menor subespago de V' que contém cada um dos dois subespacos,
no sentido que se um subespago L de V é tal que Wy C L e W, C L,
entdo W1 + Whr C L.
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ESPACO VETORIAL OPERACOES COM SUBESPAGOS VETORIAIS

EXEMPLO

Seja V = RR3 e considere os subespacos

Wi ={(x,y,2) €ER®} z=0} e Wh={(x,y,2) € R®} x =0}

de V. Determine Wi + Wh.

DEFINICAO

Sejam Wi e W, subespacos de V. Diremos que Wj + W, é soma direta
se Wi N W, =0, e neste caso denotaremos por Wi & Wh.

DEFINICAO

Sejam V um IK-espaco vetorial e Wj e W, dois subespagos de V. Diremos
que V é a soma diretade Wy e Wr se V= W) & Wh.
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ESPACO VETORIAL OPERACOES COM SUBESPAGOS VETORIAIS

EXEMPLO

Consideremos
Wi={(x,y) eR’Ix+y =0} e Wo={(x,y) € R’x—y =0}

subespacos de V = R?. Mostre que R? é a soma direta de W; e Ws.

Existe uma Gnica maneira de escrevermos um vetor v € R? como soma de
um vetor de Wy com um vetor de Wh. Ou seja, para todo (x,y) € R?,

_ (XY XY Xt+y X+y
(Xv.y)_< 2 9 2 )+< 2 9 2 >

e W € W,

Em particular, o vetor (2,1) € R? pode ser escrito da seguinte forma:
p ) p g

1 1 33
—_—
e W e W,
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SORUIINOHINI OPERACOES COM SUBESPAGOS VETORIAIS

TEOREMA

Sejam V' um K-espaco vetorial e Wy e W, dois subespagos de V. Entdo,
V = W;® W, se, e somente se, cada elemento v € V se escreve de maneira
tnica como uma soma v = wy + wp, com wy € Wi e wo € Wh.
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CO VETORIAL OPERACOES COM SUBESPAGOS VETORIAIS

ExXERCiCcIOS PROPOSTOS

Para exercitar os conhecimentos trabalhados nesse encontro e discuti-los na
aula presencial, propomos a resolucdo da questdo

9

da Lista de Exercicios 1 de Espaco Vetorial, disposta no site
www.joabssilva.com.br/algebra-linear-1/

No site também estdo dispostos os slides utilizados nestes videos.
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Combinacao Linear e Subespaco

Gerado
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ESPACO VETORIAL COMBINAQAO LINEAR E SUBESPACO GERADO

DEFINICAO
Um vetor v € V é uma combinacao linear dos vetores vq,...,v, € V se
existem escalares ag,...,a, € K tais que
n
V=oai1vi+ -+ apvy = Zaivi
i=1
EXEMPLO

Considere o R-espaco vetorial R? e o vetor v = (2,6) € R2. Dados os
vetores v; = (3,1), o = (—2,2) € R?, escreva v como combinag3o linear
de v1 e w»o.
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COMBINAGAO LINEAR E SUBESPAGO GERADO
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ESPACO VETORIAL COMBINAQAO LINEAR E SUBESPACO GERADO

EXEMPLO

Dados os vetores vi = (1,—3,4) e v» = (—1,2,5) no R-espaco vetorial R,
mostre que:

A) v =(5,—13,2) é uma combinagdo linear de v; e vo;

B) v/ =(2,1,4) n3o é uma combinag3o linear de v; e v,.

Seja V um IK-espaco vetorial e consideremos o conjunto S = {vi,...,v,} C
V. O conjunto W de todos os vetores de V que sdo combinag3do linear dos
vetores de S é um subespaco vetorial de V.

De fato, o conjunto W tem pelo menos um vetor, a saber, 0, pois
0=0vy + -+ 0v,
Sejam u,v € W, ou seja,

Uu=oaivi+--+apv, e v=70v+ -+ Bavy
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CO VETORIAL COMBINAQAO LINEAR E SUBESPACO GERADO

pode—se escrever

n

u+v= (Oél +Bl)vl + -+ (an ‘l’ﬂn)vn = Z(ai —|—,8,,)v,-
i=1

n

au = (aaq)vi + - - + (aan) vy, = Z(aa;)v;

i=1

Tendo em vista que u+v € W e au € W, por serem combinagdes lineares
de vy, ..., vy, conclui-se que W é um subespaco vetorial de V.
DEFINICAO

O subconjunto W é chamado subespaco gerado pelos vetores vy, ..., v,
ou gerado pelo conjunto S, e denotamos por W = [vq, ..., v,].
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ESPACO VETORIAL COMBINAQAO LINEAR E SUBESPACO GERADO

Note que, formalmente, podemos escrever

W:{ve V| v:Za,-v,-,v,-ESC V,a,-E]K}
i=1

Estendemos a definicdo de subespaco gerado para o caso S = () mediante

a seguinte convenc3do: o conjunto vazio gera o espac¢o vetorial nulo e deno-
tamos por W =[] = {0}.

TEOREMA

Sejam V um K-espaco vetorial e S = {v1,...,v,} C V. Sew € V é tal que
w € W =[S], entdo [SU{w}]| = [S], ou seja [v1,..., Vo, W] = [vi,..., vy
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ESPACO VETORIAL COMBINAQAO LINEAR E SUBESPACO GERADO

EXEMPLO

Os vetores {(1,0),(0,1)} geram o espaco vetorial R?. E, os vetores
{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} geram o R3.

z
A
y
A
(x7y) Z(0,0 1) R
)/(0,1) ”””””””” | \\\
|
: (0,0,1) > (X,y,2)
(0,1) |
I
‘ (1,0,0) } ¥(0,1,0)
L > X |
y
(170) X(l,O) X(l,0,0 :
==y
X
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ESPACO VETORIAL COMBINAQAO LINEAR E SUBESPACO GERADO

EXEMPLO

Mostre que os vetores {(1,2), (3, —1), (2, —3)} geram o espaco vetorial R?.

v

EXEMPLO
Sejam o espaco vetorial V = R3 e vq, v» € V. Determine [v1, v2] quando:
A) vy =(1,0,0) e v» = (1,1,0);

B) i =(1,0,-1) e v» = (1,1,1).

EXEMPLO

Determine se os vetores v; = (1,1,2), vo = (1,0,1) e v3 = (2,1, 3) geram
o espaco vetorial R3.
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CO VETORIAL COMBINAQAO LINEAR E SUBESPACO GERADO

ExXERCiCcIOS PROPOSTOS

Para exercitar os conhecimentos trabalhados nesse encontro e discuti-los na
aula presencial, propomos a resolucdo das questdes

10 , 11 , 12 e 13

da Lista de Exercicios 1 de Espaco Vetorial, disposta no site
www.joabssilva.com.br/algebra-linear-1/

No site também estdo dispostos os slides utilizados nestes videos.
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IDSINGIOMSIN VN  (IN)DEPENDENCIA LINEAR

(In)dependéncia Linear
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IOSIINGOMYSNO VNI  (IN)DEPENDENCIA LINEAR

DEFINICAO

Sejam V um K-espago vetorial e S = {vy,...,vp} C V.
@ Dizemos que S é linearmente independente (ou /.i., ou L/) se

agvi+ -+ apv, =0 (paravie Sea; €K, 1<i<n)

implica que a3 = -+ = a, = 0.

@ O conjunto S é dito linearmente dependente (ou /.d., ou LD) se

nao for linearmente independente.

Observacgges:

@ Por convencio, o conjunto vazio () C V) é LI,

@ As definices de LI e LD dependem do corpo base do espaco conside-

rado, como serd ser visto em exemplos.
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IOSIINGOMYSNO VNI  (IN)DEPENDENCIA LINEAR

EXEMPLO

No R-espaco vetorial V = R3, determine se cada um dos conjuntos a seguir
éLloulLD.

A) S =1{(1,2,3),(1,4,9),(1,8,27)}
B) S ={(3,-1,2),(1,-2,-1),(2,6,8)}

EXEMPLO

Considere, no R-espago vetorial M>(R), os vetores

(-1 2 2 -3 3 -a
M=1 31 » 273 o ® %73 1|

Determine se {v1,vo,v3} é Ll ou LD.
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IS INIOMYUVOIINA  (IN)DEPENDENCIA LINEAR

EXEMPLO
Seja S = {(1,0),(i,0),(0,1),(0,i)} C C2. Mostre que:
A) Se considerarmos €2 como um C-espaco vetorial entdo S é LD.

B) Se considerarmos C? como um R-espaco vetorial entdo S é L.
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IDSINGIOMSIN VN  (IN)DEPENDENCIA LINEAR

TEOREMA (DA CARACTERIZAGAO DE CONJUNTO LD)

Um conjunto S = {vi,...,vp,} C V é LD se, e somente se, pelo menos um

dos vetores de S é combinagdo linear dos outros.

EXEMPLO

O conjunto S = {(2,1),(4,2)} de vetores do espago vetorial R? é linear-

mente dependente.

>

Vi
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SRSV NINI  (IN)DEPENDENCIA LINEAR

EXEMPLO

O conjunto S = {(2,1),(~1,1),(4,5)} de vetores do espago vetorial R? é
linearmente dependente.

A
.
AN
P
- AY
- N
-7 N
- A
- N
P
- A
- N
-
- AY
// N
P N
- N
- //
- -
s -
- -
/’ -
P P
- //
- -
N -
N -
N -
N -7
P
-
Vo N /
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SRSV NINI  (IN)DEPENDENCIA LINEAR

EXEMPLO

O conjunto S = {(-1,1,2),(1,2,1),(0,6,6)} de vetores do espaco vetorial
R3 ¢ linearmente dependente.

V4
A

g

i 7!

- /7 |

/ / |

/ / )

/ / |

/ /

/ /4 I

/ , I

/ / |

Vl‘ // |

|

/

| / |

4 |

I o I

g - I

s |

"'V I

oo ) I
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IS INIOMYUVOIINA  (IN)DEPENDENCIA LINEAR

EXEMPLO

Considere o R-espaco vetorial F(R). Verifique se cada um dos conjuntos a
seguir é L/ ou LD.

A) {-3,sen?x, cos? x}
B) {xsec®x,xtg?x —2,x + 2}

Seja V um K-espaco vetorial, da defini¢do de (in)dependéncia linear, com-
binada com propriedades de espaco vetorial, decorrem as seguintes proprie-
dades.

PROPOSICAO

Se um conjunto finito S C V contém o vetor nulo, entdo esse conjunto é
LD.
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IDSINGIOMSIN VN  (IN)DEPENDENCIA LINEAR

PROPOSICAO
SeS={vicVev+#0, entdoS éLl

PROPOSICAO

Sejam S; e S, subconjuntos finitos e ndo vazios de V. Se 51 C 5, e 51 é
LD, entdo S, também é LD.

PROPOSICAO

Sejam 51 e S, subconjuntos finitos e ndo vazios de V. Se 51 C S e S, é
LI, entdo S; também é L.

v
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IS INIOMYUVOIINA  (IN)DEPENDENCIA LINEAR

ExXERCiCcIOS PROPOSTOS

Para exercitar os conhecimentos trabalhados nesse encontro e discuti-los na
aula presencial, propomos a resolucdo das questdes

16 , 17 , 18 , 19 e 20

da Lista de Exercicios 1 de Espaco Vetorial, disposta no site
www.joabssilva.com.br/algebra-linear-1/

No site também estdo dispostos os slides utilizados nestes videos.

JoaB Siva (IFPB) ALGEBRA LINEAR I 51/70



https://www.joabssilva.com.br/algebra-linear-1/

BASE E DIMENSAO

Base e Dimensao
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ESPACO VETORIAL BASE E DIMENSAO

DEFINICAO

Seja V um IK-espaco vetorial. Dizemos que B C V é uma base de V se
@ [B] = V; (B é um conjunto gerador de V)
@ B é Ll. (B é linearmente independente)

Vejamos alguns exemplos.

EXEMPLO

O conjunto B = {(1,0),(0,1)} é uma base de R?. Esta base é chamada
base candnica de R2.

EXEMPLO

O conjunto B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} é uma base de R3. Esta base
é chamada base canénica de R3.
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ESPACO VETORIAL BASE E DIMENSAO

EXEMPLO
O conjunto das m - n matrizes reais

10 - 0 01 0 00 -~ 0
00 - 0 00 -+ 0 00 -+ 0
B=X1 . . . .

é uma base do espago M, ,(R). Esta base é chamada base canénica de
Minscn(RR).

EXEMPLO

O conjunto B = {1,x,x?,...,x"}, é uma base para o espaco vetorial P,(RR).
Esta base é chamada base canénica de P,(R).
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ESPACO VETORIAL BASE E DIMENSAO

EXEMPLO

O conjunto () é uma base para o espaco vetorial {0}, conforme convencgo.

Observacoes:

@ As bases candnicas sdo assim chamadas por sua naturalidade e as
vezes denotamos por Can.

@ Obviamente, os espacos vetoriais supracitados tém outras bases.

EXEMPLO

Verifique se os vetores v; = (1,2) e vo = (—1,1) formam uma base de RR?.

EXEMPLO
Verifique se o conjunto B = {(1,-1,1),(1,2,2),(—1,1,3)} é uma base de
RR3.

v
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ESPACO VETORIAL BASE E DIMENSAO

DEFINICAO

Dizemos que um K-espaco vetorial V é finitamente gerado se possui um
conjunto gerador finito.

EXEMPLO

Tomemos P(RR), o conjunto de todos os polindmios reais. P(IR), com o par
de operagdes usuais, € um R-espaco vetorial, mas n3o é finitamente gerado.

De fato, dados S = {p1,...,pn} C P(R), supondo que p; seja ndo nulo
e que p, seja o polinémio de maior grau de S, entdo o grau de qualquer
combinac3o linear

a1p1 + -+ appn

ndo ultrapassa o grau de p,. Assim, [S] s6 contém polindmios de grau
menor ou igual ao de p,. Como P(R) compreende todos os polinémios
reais, existem nesse espaco vetorial polinémios de grau maior que o de pj,.
Logo, [S] # P(R) para todo conjunto finito S C P(R).
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ESPACO VETORIAL BASE E DIMENSAO

TEOREMA (DA INVARIANCIA)

Seja V' um IK-espaco vetorial finitamente gerado ndo nulo.
bases quaisquer de V tem o mesmo niimero de elementos.

Ent3o, duas

DEFINIGAO

Seja V um IK-espaco vetorial. Se V admite uma base finita, entdo chama-
mos de dimensao de V o niimero de elementos de tal base. Caso contrario
dizemos que a dimens3o de V é infinita. Denotamos a dimens3o de V sobre

K por dimg V.

EXEMPLO

Dimens3o de alguns espacos vetoriais:

@ dim R"=n
@ dim M, xn(R) = mn
@ dim P,(R)=n+1

Q@ dim P(R) =
@ dim {0} =0
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ESPACO VETORIAL BASE E DIMENSAO

TEOREMA

Todo espaco vetorial finitamente gerado possui uma base.

TEOREMA

Seja V' um K-espaco vetorial de dimensdo finita. Se W é um subespaco
de V, entdo W é de dimensdo finita e dimg W < dimk V. Além disso, se
dimg W =dimg V entdo W = V.

v

TEOREMA (DA CARACTERIZAGAO DE BASE)

Sejam V' um K-espaco vetorial de dimensdon>1eB = {v,...,v,} C V.
O subconjunto B é uma base de V se, e somente se, cada v € V se escreve
de maneira tinica como combinacio linear dos vetores de B.
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ESPACO VETORIAL BASE E DIMENSAO

ExXERCiCcIOS PROPOSTOS

Para exercitar os conhecimentos trabalhados nesse encontro e discuti-los na
aula presencial, propomos a resolucdo das questdes

210 , 22 , 23 ., 24 , 25 e 26

da Lista de Exercicios 1 de Espaco Vetorial, disposta no site
www.joabssilva.com.br/algebra-linear-1/

No site também estdo dispostos os slides utilizados nestes videos.
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Coordenadas e Dimensao da Soma
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ALGEBRA LINEAR I 60 /70



ESPACO VETORIAL COORDENADAS E DIMENSAO DA SOMA DE DOIS SUBESPACOS

Sejam V um K-espaco vetorial de dimensdon>1e B={wv,...,v,} uma

base de V. Vamos fixar a ordem dos elementos de B e por isso costumamos

chamé-la de base ordenada de V.

Segue do Teorema da Caracterizacdo de Base que, dado v € V existem
n

univocamente determinados a7, ...,a, € KK tais que v = Za;v,-. Devido
i=1

a esta unicidade, é comum descrevermos o elemento v por meio dos valores

dos «;'s, isto é,

[vls = (a1,...,an) (1)
Também podemos considerar a matriz n X 1, ou seja,

aq

Vs =1 : (2)

Qp
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ESPACO VETORIAL COORDENADAS E DIMENSAO DA SOMA DE DOIS SUBESPACOS

Dizemos que a1, ..., a, sdo as coordenadas de v em relagdo a base (orde-
nada) B. A n-upla a direita de 1 é chamada vetor-coordenada de v em
relacdao a base B, e a matriz a direita de 2 é chamada matriz-coluna de
v em relacao a base B ou matriz das coordenadas de v em relacao a
base B.

EXEMPLO

Dado o vetor v = (2,4) € R?, determine as coordenadas de v em relagdo
a base:

A) Canénica, Can;
B) B= {(27 1)7 (_1> 1)};
c) C={(-1,-1),(3,-2)}.
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COORDENADAS E DIMENSAO DA SOMA DE DoIS SUBESPAQOS

A

v=2vi+ 4w
dvp p---------

V2
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ESPACO VETORIAL COORDENADAS E DIMENSAO DA SOMA DE DOIS SUBESPACOS

EXEMPLO

Determine o vetor v € R3 cuja matriz-coluna em relacdo a base
B ={(1,0,1),(1,-1,0),(0,1,-1)} de R3 ¢

2
[Vis=| 3
—1

Como vimos anteriormente, se V' é um IK-espaco vetorial de dimens3o finita
e W é uma subespaco de V, temos a seguinte relacdo: dimg W < dimg V.
Vimos também que se W; e W, s3o subespacos de V, entdo Wi N W, e
Wi 4+ W, sdo subespagos de V/, e mais, que os mesmos s3o de dimensdo
finita. Um questionamento que nos cabe nesse momento é o seguinte: as
dimensdes de Wi, Wh, Wi N W, e Wy + W, estdo, de alguma maneira,
relacionadas? E, em caso afirmativo, qual a relagdo?
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ESPACO VETORIAL COORDENADAS E DIMENSAO DA SOMA DE DOIS SUBESPACOS

TEOREMA

Sejam V' um IK-espaco vetorial de dimensdo finita e Wy e Wb dois
subespacos de V, entdo

dim]K(Wl + W2) + dim]K(Wl N W2) =dimg Wp + dimg W>

DEMONSTRACAO.

Suponha inicialmente que Wi N W, # {0} e seja B = {w1,...,w,} uma
base de Wi N Wsh. Como Wi N W, é subespago tanto de W; como de
W5, podemos estender B a uma base de W; e a uma base de W, pelo
Lema 2.10.2. Sejam By = {wy,...,Wp,V1,...,Vv,} uma base de W; e
By = {wi,...,Wn,u1,...,us} uma base de Wh, com B C By e B C B».

O resultado estara provado se mostrarmos que o conjunto

C=BUBy={wy,...,Wp,Vi,...,Vp,U1,...,Us}

é uma base de Wi+ Wh, pois poderemos aplicar a defini¢cdo de dimens3o. [
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ESPACO VETORIAL COORDENADAS E DIMENSAO DA SOMA DE DOIS SUBESPACOS

DEMONSTRACAO.

Logo, temos que dimg (Wi NW,) = n, dimg Wi = n+r, dimg Wo = n+s
e dimg(Wi + Wh) = n+ r + s, e portanto

dimg(Wi + W) +dimg(WiNnWs) = (n+r+s)+n
(n+r)+(n+5s)
= dimg Wi +dimg W5

No caso em que Wi N W, = {0}, sejam B; e B, bases de Wj e W,
respectivamente. De forma analoga mostra-se que B; U By é uma base de
Wi + W, donde segue a tese. O
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DS INCOMUTINIHINI COORDENADAS E DIMENSAO DA SOMA DE DOIS SUBESPAGOS

EXEMPLO

Sejam

W, = {(x,y,z)EIR3|y:5x,z:0}

W, = {(x,y,z)€R3|x:3y7z:—y}

subespacos de R3. Determine as dimensdes Wy + Ws e Wy N Wh.
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CO VETORIAL COORDENADAS E DIMENSAO DA SOMA DE DOIS SUBESPACOS

ExXERCiCcIOS PROPOSTOS

Para exercitar os conhecimentos trabalhados nesse encontro e discuti-los na
aula presencial, propomos a resolucdo das questdes

27 , 28 , 29 e 30

da Lista de Exercicios 1 de Espaco Vetorial, disposta no site
www.joabssilva.com.br/algebra-linear-1/

No site também estdo dispostos os slides utilizados nestes videos.
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