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TRANSFORMAGAO LINEAR DEFINIGAO, EXEMPLOS E PROPRIEDADES

Definicao, Exemplos e
Propriedades
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TRANSFORMAGAO LINEAR DEFINIGAO, EXEMPLOS E PROPRIEDADES

DEFINICAO

Sejam U e V dois IK-espacgos vetoriais. Uma fungdo T : U — V é uma
transformacao linear se

Q@ T(nn+w)=T(n)+ T(w), Y u,uwelU
Q@ T(\u)=AT(u),VIeKeVuel

U vV
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TRANSFORMAGAO LINEAR DEFINIGAO, EXEMPLOS E PROPRIEDADES

ExeEmMpPLO (Operador Identidade)

Seja V um IK-espaco vetorial. A funcdo identidade /d : V — V definida
por Id(v) = v, ¥ v € V, é um operador linear.

EXEMPLO (Transformagio Nula)

Sejam U e V dois KK-espacos vetoriais. A fungdo nula (ou fung3o zero)
0: U — V definida por O(u) =0, V u € U, é uma transformagdo linear.

U %4

—

OU OV
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TRANSFORMAGAO LINEAR DEFINIGAO, EXEMPLOS E PROPRIEDADES

EXEMPLO

Dada a fungdo T : R3 — R? definida por T(x,y,z) = (2x +y, —3y +22),
Y (x,y,z) € R3, verifique se T é uma transformacio linear.

EXEMPLO

Considere a fungdo T : R? — R? definida por T(x,y) = (x — 2y, x?),
V (x,y) € R2. Verifique se T é uma transformacdo linear.

ExeEmMPLO (Operador Derivagao)
Seja V = P(R), espago vetorial dos polindmios sobre R. A fungdo

D : P(R) — P(R)
anX"+~"+31X+30 — nanx"71+---+2agx+al

que associa a cada p € P(RR) a sua derivada p/, ou seja, paracada p € P(R),
D(p) = p'(x), é um operador linear.
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TRANSFORMAGAO LINEAR DEFINIGAO, EXEMPLOS E PROPRIEDADES

EXEMPLO

Seja C([a, b], R) o conjunto das fun¢des continuas f : [a, b] — R. A fung¢do

J : C([a,b],R) — R
b
f — / f(x) dx

b
que associa a cada f a sua integral / f(x)dx, ou seja, para cada f €
a

b
C([a, b],R), J(f) :/ f(x) dx, é uma transformago linear.
a

JoaB Siva (IFPB) ALGEBRA LINEAR I 7 /60



TRANSFORMAGAO LINEAR DEFINIGAO, EXEMPLOS E PROPRIEDADES

PROPOSICAO

Sejam U e V dois KK-espagos vetoriais. Entdo uma funcdo T : U — V é
uma transformagdo linear se, e somente se,

T(u1 =+ )\Ug) = T(ul) —+ )\T(U2)

Vu,umelUeV IeK.

PROPOSICAO

Sejam U e V dois IK-espacos vetoriais e T : U — V uma transformacdo
linear. Entdo
@ T7(0y) = Oy, onde Oy e Oy denotam os vetores nulos de U e V,
respectivamente.

Q@ T(—u)=-T(u),VueU.

n n
QT (Za,-u,-) = Za,-T(u,-), ondea; e Keu €U, paral <i<n.
i=1 i=1
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ORMAQAO LINEAR

DEFINIGAO, EXEMPLOS E PROPRIEDADES

EXEMPLO

Sejam T : U — R uma transformagdo linear, B = {uj, up,u3} C U e

u € U tal que u = 3u; — 2up + uz. Calcule T(u) sabendo que T(u1) =5,
T(up) =4 e T(u3) = —6.
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TRANSFORMAGAO LINEAR DEFINIGAO, EXEMPLOS E PROPRIEDADES

ExXERCiCcIOS PROPOSTOS

Para exercitar os conhecimentos trabalhados nesse encontro e discuti-los na
aula presencial, propomos a resolucdo das questdes

1, 2, 3 , 4 e 5
da Lista de Exercicios 2 de Transformac3o Linear, disposta no site
www.joabssilva.com.br/algebra-linear-1/

No site também estdo dispostos os slides utilizados nestes videos.
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Transformagao Linear
Completamente Definida
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ORMAQAO LINEAR TRANSFORMAGAO LINEAR COMPLETAMENTE DEFINIDA

TEOREMA
Sejam U e V dois K-espacos vetoriais. Se {u1,...,up} for uma base de
U esevy,...,v, sdo vetores de V, entio existe uma dnica transformacio

linear T : U — V tal que T(u;)=v;, V1<i<n.

DEMONSTRACAO.

Dado um vetor u € U, como {u,...,u,} é uma base de U, existem (nicos
n

A1, .- Ap € K tais que u = Z)\,-u,-.

i=1
n

Definamos, para este vetor u, T(u) como sendo o vetor T(u) = Z)\,-v,- €

i=1
V.
Devido a unicidade dos escalares A1, ..., A,, afuncdo T : U — V estd bem
definida para se associar a cada u € U um vetor T(u) € V.
Observemos que fixado i, 1 < i < n, temos O
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TRANSFORMAGAO LINEAR TRANSFORMAGAO LINEAR COMPLETAMENTE DEFINIDA

DEMONSTRAGAO (CONT.)

T(ui) = T(Our +---+1uj +-- -+ 0up) = v;
n
Para mostrarmos que T é linear, sejam u' = Za,-u,- € U, onde ¢ € K,
i=1
com1<ji<n e)elK. Entdo

Tu+Xd) = T (Z Ajuj + )\Zaiui> =T ( (i + )‘ai)“i>
= Z(/\ + Aaj)vi = Z/\ v,+)\za vi
= T (Z )\,‘U,‘) + AT (Z CKiui>
i=1 i=1

= T(u)+\T()

Portanto, T é linear. OJ
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TRANSFORMAGAO LINEAR TRANSFORMAGAO LINEAR COMPLETAMENTE DEFINIDA

DEMONSTRAGCAO (CONT.)

Para mostrar que T é (nica, considere uma transformacdo S : U — V tal

n
que S(uj)) =v;,V1<i<n. Parau= Z)\;u; € U com )\/s € K, teremos
i=1

S5(w)=5 (Z >\iui> PEENNS(u) =) Aivi € T ()
i=1 i=1 i=1

Como u € U foi tomado arbitrario, segue que S = T, o que mostra que a
transformagdo T com T(u;) = v; é Unica. O

que

EXEMPLO

Sabendo que T : R? — R? é um operador linear e que T(1,2) = (3, 1)
e T(0,1) = (1,2), determine T(x,y), onde (x,y) é um vetor genérico de
R2.
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TRANSFORMAGAO LINEAR TRANSFORMAGAO LINEAR COMPLETAMENTE DEFINIDA

EXEMPLO

Seja T : R? — R3 uma transformacdo linear tal que T(2,—1) = (1,8,
~3)e T(1,3) = (10,-3,2).

A) Determine T(x,y);

B) Calcule T(—1,1).

EXEMPLO

Seja T : Ma(R) — Pi(RR) uma transformagdo linear e B = {uy, up, u3, ug}
uma base de M(R), sendo

10 fo1 Joo Jo o
=17 o™= |20 |’ (21| € "=|0 1

Dado que T(u1) = x —1, T(w) = -1, T(u3) = —x—2e T(u) = —x,

(|2 3]).
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TRANSFORMAGAO LINEAR TRANSFORMAGAO LINEAR COMPLETAMENTE DEFINIDA

ExXERCiCcIOS PROPOSTOS

Para exercitar os conhecimentos trabalhados nesse encontro e discuti-los na
aula presencial, propomos a resolucdo das questdes

6 e 7

da Lista de Exercicios 2 de Transformac3o Linear, disposta no site
www.joabssilva.com.br/algebra-linear-1/

No site também estdo dispostos os slides utilizados nestes videos.
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IRINOINI N UCLEO E IMAGEM

Nicleo e Imagem
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TRANSFORMAGAO LINEAR NUCLEO E IMAGEM

DEFINIGAO
Sejam U e V dois K-espacos vetoriais e T : U — V uma transformagio
linear.

@ O conjunto {u € U] T(u) =0} é chamado de niicleo de T e denota-
mos por Nuc(T).

@ O conjunto {ve V|3 ue Ucom T(u)=v}échamado de imagem
de T e denotamos por Im(T).

U %4
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TRANSFORMAGAO LINEAR NUCLEO E IMAGEM

PROPOSICAO

Sejam U e V dois IK-espacos vetoriais e T : U — V uma transformacio
linear. Entdo

@ Nuc(T) é um subespaco de U e Im(T) é um subespaco de V.
@ T é injetora se, e somente se, Nuc(T) = {0}.

EXEMPLO

Seja T : R? — R3 definida por T(x,y) = (x — y,x + 2y, y). Determine
Nuc(T) e Im(T).

EXEMPLO

Determine o niicleo e a imagem da transformacdo linear T : R® — R?
definida por T(x,y,z) = (x —y +4z,3x + y + 8z2).
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TRANSFORMAGAO LINEAR NUCLEO E IMAGEM

LEMA

Sejam U e V dois K-espacos vetoriais e T : U — V uma transformagdo
linear. Se B {ui,...,un} é uma base de U, estio Im(T) =
[T(w),..., T(u )]

TEOREMA (TEOREMA DO NUCLEO E DA IMAGEM)

Sejam U e V dois KK-espacos vetoriais, com dimg U finita, e T : U — V
uma transformac3o linear. Ent3o

dimg U = dimg Nuc(T) + dimgk Im(T)

EXEMPLO

Seja T : R® — P,(R) a transformagio linear definida por T(a, b,c) =
(a+ b)x?> + (c — a)x + (b + c). Determine as dimensdes do niicleo e da
imagem de T.
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ORMAQAO LINEAR NUCLEO E IMAGEM

EXEMPLO

Determine uma transformacdo linear T : R3 — R3 tal que Nuc(T) =
{(x,y,2z) € R3| z=2x — y}.

COROLARIO
Sejam U e V dois K-espacos vetoriais, com dimg U =dimg V=n2>1, e
T : U — V uma transformagdo linear. Ent3o, as seguintes afirmagbes sdo
equivalente:

© T é sobrejetora.
@ T é bijetora.
@ T € injetora.

@ T transforma uma base de U em uma base de V.

JoaB Siva (IFPB) ALGEBRA LINEAR I 21 /60



TRANSFORMAGAO LINEAR NUCLEO E IMAGEM

ExXERCiCcIOS PROPOSTOS

Para exercitar os conhecimentos trabalhados nesse encontro e discuti-los na
aula presencial, propomos a resolucdo das questdes

8 , 9, 10 , 11 e 12
da Lista de Exercicios 2 de Transformac3o Linear, disposta no site
www.joabssilva.com.br/algebra-linear-1/

No site também estdo dispostos os slides utilizados nestes videos.
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O Espaco L(U, V)

Operacoes com Transformacoes

Lineares
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TRANSFORMAGAO LINEAR OPERAQOES COM TRANSFORMAQOES LINEARES

Sejam U e V dois K-espacos vetoriais, denotaremos por F(U, V') o conjunto
de todas as funcgdes F : U — V. Defina as seguintes operacdes:

+ : F(U,V)xF(U,V) — F(U,V)

(F,G) — (F+G)(u) = F(u)+ G(u)
VuecU e
KxF(U,V) — F(U,V)
(o, F) — (aF)(u) = aF(u)
Vuel.

Com estas operagdes, o conjunto F(U, V) é um IK-espacgo vetorial, chamado
espaco das funcoes de U em V, onde a funcdo nula é o vetor nulo e o
negativo de um vetor F € F(U, V) é a fungdo —F dada por (—F)(u) =
—F(u).
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TRANSFORMAGAO LINEAR OPERAQOES COM TRANSFORMAQOES LINEARES

Consideremos, agora, o subconjunto de F(U, V) de todas as transformacgdes
lineares de U em V/, o qual denotaremos por L(U, V). Temos que L(U, V) é
um subespaco de F(U, V), chamado espaco das transformacdes lineares
de Uem V.

De fato, para T1, T2 € L(U, V) e a € K temos que

(Ti+aTa)(ur +Awe) = Ti(ur + ) + aTo(ur + Auz)
= Ti(u1) + AT1(w2) + aTa(ur) + aATa(ur)
= [Ta(uv1) + aTo(ur)] + A[Ta(uw2) + aT2(w2)]
= (Ti+aT)(u)+ MT1+aT)(uw)

com isso, a funcdo T; + AT,, V u € U, é uma transformagdo linear e,
portanto, T1 + ATy € L(U, V).
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TRANSFORMAGAO LINEAR OPERAQOES COM TRANSFORMAQOES LINEARES

DEFINICAO

Sejam U, V e W trés K-espacgos vetoriais, T; € L(U, V) e To, € L(V, W),
o produto T, T; ou aplicacao composta de T, com T; é definido por

T2 Tl(u) = (T2 o Tl)(u) = Tz(Tl(u)) , YuelU

onde o dominio de T, coincide com o contradominio de Tj.

T2 Ty
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TRANSFORMAGAO LINEAR OPERAQOES COM TRANSFORMAQOES LINEARES

TEOREMA

Sejam U, V e W trés K-espacos vetoriais, Ty € L(U, V) e To € L(V, W).
Entdo, ToT1(u) € L(U, W).

PROPOSICAO

Sejam U, V,W e Z quatro K-espacos vetoriais, Ty, Ty’ € L(U, V), T, T,
e L(V,W), Tz€ L(W,Z) ea € K. Entdo

Q T3(ToT1)=(T3T2) Ty (Associatividade)
Q@ (M+ T )Thi=TLh+T'T (Distributividade 3 esquerda)
Q@ I(i+T)=TTh+ LT (Distributividade a direita)
Q a(ToTy) = (aTy) Ty = Tr(aTh) (Homogeneidade)

Q@ Tildy=Ti=1IdyT;
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TRANSFORMAGAO LINEAR OPERAQOES COM TRANSFORMAQOES LINEARES

EXEMPLO

Sejam Ty, T, € L£L(IR?,R3) definidas por Ti(x,y) = (x + y,x — y,2y) e
T
To(x,y) = (y — x,x + y, x). Determine T; + Ty, 71 e 2Ty —3T,.

EXEMPLO

Sejam Ty, T» € L£L(IR?) definidos por T1(x,y) = (x+2y,x—y) e Ta(x,y) =
(2x, —y). Determine To Ty e T1 T>.

DEFINICAO

Sejam T € L(V) e n € Zy. A n-ésima poténcia de T, denotada por T",
¢ definida por

Idy , sen=0e T #0
T"=9S TTT...T , n>1
N————
n vezes
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TRANSFORMAGAO LINEAR OPERAQOES COM TRANSFORMAGOES LINEARES

EXEMPLO

Determine T2 para cada operador T € £(IR?):
A) T(xy) = (y,x)

B) T(x,y)=(x—y,x—y)

4x+2y 2x+vy
o) Toxy) = (32 222
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TRANSFORMAGAO LINEAR OPERAQOES COM TRANSFORMAQOES LINEARES

ExXERCiCcIOS PROPOSTOS

Para exercitar os conhecimentos trabalhados nesse encontro e discuti-los na
aula presencial, propomos a resolucdo da questdo

13

da Lista de Exercicios 2 de Transformac3o Linear, disposta no site
www.joabssilva.com.br/algebra-linear-1/

No site também estdo dispostos os slides utilizados nestes videos.
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TRANSFORMAGAO LINEAR TRANSFORMAGAO INVERSA E ISOMORFISMO

Transformacao Inversa e
|Isomorfismo
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TRANSFORMAGAO LINEAR TRANSFORMAGAO INVERSA E ISOMORFISMO

Seja T : U — V uma funcio bijetora. Em particular, para cada v € V
existe um unico u, € U tal que T(u,) = v. Com isso, podemos definir uma
funcdo T': V — U por T'(v) = u,, tal que

(T'T)(w) = T(T(w))=T(v)=u,
(TT)(v) = T(T'(v))=T(w)=v

ouseja, T'T =Idy e TT' = Idy. Chamamos T’ de funcio inversade T e
denotamos por T71.

TEOREMA

Sejam U e V dois IK-espacos vetoriais e T € L(U, V) uma bijecio. Ent3o,
T-1 € L(V,U) e é uma bijecio.

Quando T € L(U, V) admite a inversa T~ !, dizemos que T é invertivel,
inversivel, regular ou nao-singular.
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TRANSFORMAGAO LINEAR TRANSFORMAGAO INVERSA E ISOMORFISMO

EXEMPLO

Seja T € L£(IR?) definido por T(x,y) = (3x — 2y, —x + y). Verifique se T
é bijetora e, em caso afirmativo, determine T-L

v

EXEMPLO

Seja T € L(R3) definido por T(x,y,z) = (2x — y,x + z,z — y). Mostre
que T é bijetora e calcule 771

EXEMPLO

Seja T € L(R?, R3) definida por T(x,y) = (x — y, x +2y, x). Verifique se
T é bijetora e, em caso afirmativo, determine T-1

TEOREMA

Sejam U, V e W trés IK-espacos vetoriaise Ty € L(U,V) e Ty € L(V, W)
invertiveis. Entdo To Ty é invertivel e (ToT1)™! = T, 171
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TRANSFORMAGAO LINEAR TRANSFORMAGAO INVERSA E ISOMORFISMO

DEFINICAO

Sejam U e V dois K-espagos vetoriais e T € L(U, V). Se T for bijetora,
entdo dizemos que T é um isomorfismo linear, ou simplesmente isomor-
fismo, de U em V.

Se existir um isomorfismo T € L(U, V), estdo dizemos que U e V sdo
isomorfos e denotamos por U ~ V. Quando U = V, um isomorfismo
T € L(V) é dito um automorfismo de V.

EXEMPLO

Mostre que T € L(RR?) definido por T(x,y) = (x — 2y,2x + 5y) é um
isomorfismo no R2.
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TRANSFORMAGAO LINEAR TRANSFORMAGAO INVERSA E ISOMORFISMO

ExXERCiCcIOS PROPOSTOS

Para exercitar os conhecimentos trabalhados nesse encontro e discuti-los na
aula presencial, propomos a resolucdo da questdo

14

da Lista de Exercicios 2 de Transformac3o Linear, disposta no site
www.joabssilva.com.br/algebra-linear-1/

No site também estdo dispostos os slides utilizados nestes videos.
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TRANSFORMAGAO LINEAR MATRIZ DE UMA TRANSFORMACAO LINEAR

Matriz de uma Transformacao
Linear
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TRANSFORMAGAO LINEAR MATRIZ DE UMA TRANSFORMACAO LINEAR

Sejam U e V dois IK-espacos vetoriais de dimensGes n e m, respectivamente,
T e £(U,V), B=A{u,...,up} e C ={vi,...,vp} bases de U e V,
respectivamente.

Tomando u € U, vamos escrevé-lo como combinacdo linear de B:

n
U=xyuy+ -+ Xplp :ijuj
J=1

para certos x; € IK. Ou seja, [u]g = (X1, ..., xn). Descrevamos sua imagem
v = T(u) € V como combinagdo linear de C:

m
V:T(U)ZY1V1+"'+Yme:ZYiVi (1)
i=1

para certos y; € K. Ou seja, [T(u)]c = (y1,---,¥Ym). Por outro lado,

T(u)=T > xu | =D xT(y)
j=1 j=1
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TRANSFORMAGAO LINEAR MATRIZ DE UMA TRANSFORMACAO LINEAR

Sendo T(uj) € V, vamos descrevé-los como combinacdo linear dos vetores
de C. Assim,

m
T(n) = anvi+anve+ - +amvm = Y any
i=1
m
T() = apvitanve+-+amvm = Y anV
i=1
m
T(un) = aipv1+anmvo+ -+ ammVm = Z dinVi
i=1
para certos a;; € K.
m
Em geral, T(y;) = Z ajjvj, para 1 < j < n. Com isso, temos que
i=1
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TRANSFORMAGAO LINEAR MATRIZ DE UMA TRANSFORMACAO LINEAR

T(u) = xi(anvi+---+ amvm) +x2(a12vi + -+ + amavim) + - - -
+Xn(31nV1 +---+ aman)
= (ayxi+ -+ anxn)vi + (a21x1 + -+ - + a2pxp)vo + - -
+(am1X1 +---+ aman)Vm

ou seja,

T(u):; ;aijxj Vi (2)

Comparando as expressdes 1 e 2 para T(u), devido a unicidade da repre-
sentacdo em relacdo 3 uma base, temos que

n
Yi= )2
=1
para cada 1 < i < m. Ou seja,

yi = auxi+awxe+ -+ ainXp
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TRANSFORMAGAO LINEAR MATRIZ DE UMA TRANSFORMACAO LINEAR

Yo = apixy+ axpxp+ -+ aXp

Ym = amiXy + ameXe + -+ amnXn

Reescrevendo na forma matricial, teremos

Y1 a11 4a12 - din X1
Y2 a1 a2 - ap X2
Ym dml am2 - 3amn Xn

Isto é, [T(u)]c = A-[u]g, onde A = [aj]] € Mpxn(IK). Denotemos a matriz
A por [T]8.

A discussdo anterior justifica o seguinte resultado.
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TRANSFORMAGAO LINEAR MATRIZ DE UMA TRANSFORMACAO LINEAR

TEOREMA

Sejam U e V dois IK-espacos vetoriais, B = {u1,...,up} e C ={v1,...,Vvm}
bases ordenadas de U e V, respectivamente. Se T € L(U, V), entdo
[T(u)lc = [TIE - [uls.

Observacoes:
1) A matriz [T]2 é de ordem m x n quando dimg U = n e dimg V = m;
2) A matriz [T]2 é tal que, para cada 1 < j < n, a j-ésima coluna é

formadas pelas componentes da imagem do vetor T(u;) em relagdo a
base C:

a1l a2 dln

azi azo azn
[T()lc=| . [ [T@)lc=1] . |, [T(un)lc =

am1 am2 amn
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TRANSFORMAGAO LINEAR MATRIZ DE UMA TRANSFORMACAO LINEAR

3) A matriz [T]2 depende das bases ordenadas B e C consideradas.

DEFINICAO

A matriz A = [a;] € Myxn(IK), denotada por [T]2, é chamada de matriz
da transformacao linear T com relacdo as bases B e C.

Observacoes:
1) Quando T € £L(V) e B = C, denotamos [T]2 simplesmente por [T]g;

11) Para T € L(U, V), se B e C sdo as bases candnicas, denotamos [T]2
simplesmente por [T] e chamamos de matriz candnica de T. De
forma anéloga quando T € L(V) e B = C é a base candnica;

111) Sendo T = Idy € L(V), denotamos [Id\/]2 por [/]2.
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TRANSFORMAGAO LINEAR MATRIZ DE UMA TRANSFORMACAO LINEAR

EXEMPLO

Seja T € L(R3,R?) definida por T(x,y,z) = (2x+y—2z, x+2y) e considere
as bases B = {(1,0,0),(2,-1,0),(0,1,1)} e C = {(—1,1),(0,1)} de R3 e
R?, respectivamente.
A) Determine [T]2.
B) Se u=(5,—1,2) (em relagdo & base candnica do R3), calcule
[T(u)]c utilizando a matriz encontrada no item a).
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TRANSFORMAGAO LINEAR MATRIZ DE UMA TRANSFORMACAO LINEAR

EXEMPLO

Suponha que a matriz de uma transformagdo linear T € £(R? R3), refe-
rente as bases B = {(1,2),(2,1)} e C = {(1,1,1),(1,1,0),(0,1,1)} de R?
e R3, respectivamente, seja dada por

1 -1
[mE=| 2 -1
-1 3

Determine T(x,y).
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TRANSFORMAGAO LINEAR MATRIZ DE UMA TRANSFORMACAO LINEAR

ExXERCiCcIOS PROPOSTOS

Para exercitar os conhecimentos trabalhados nesse encontro e discuti-los na
aula presencial, propomos a resolucdo das questdes

15 , 16 e 17

da Lista de Exercicios 2 de Transformac3o Linear, disposta no site
www.joabssilva.com.br/algebra-linear-1/

No site também estdo dispostos os slides utilizados nestes videos.
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TRANSFORMAGAO LINEAR MATRIZ DE MUDANGCA DE BASE

Matriz de Mudanca de Base
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TRANSFORMAGAO LINEAR MATRIZ DE MUDANGCA DE BASE

Considerando, particularmente, U = V e T = Idy no Teorema da Matriz
de uma Transformacdo Linear, obtemos:

[Vic = [ld(v)lc = [N2 - [V]e

ou seja, as coordenadas de um vetor v € V' em relagdo a base C s3o obtidas
através da multiplicacdo da matriz [l]’g pela matriz das coordenadas de v
em relacdo a B. Assim, o operador identidade possibilita estabelecermos
uma relacdo entre as matrizes [v]g e [v]¢c de um vetor v € V.

DEFINICAO

A matriz [/]2 ¢ chamada de matriz de mudanca da base B para a base
C.

Para cada 1 < j < n, a j-ésima coluna da matriz [/]2 é formada pelas
componentes da imagem do vetor /d(u;) = uj em relagdo a base C.
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TRANSFORMAGAO LINEAR MATRIZ DE MUDANGCA DE BASE

Com isso:

@ A matriz de mudanca da base B para a base C é obtida determinando
as coordenadas de cada vetor u; € B em relacdo a base C e colocando-
as na j-ésima coluna de [/]2.

De forma analoga:

o A matriz [/]§ de mudanga da base C para a base B é obtida deter-
minando as coordenadas de cada vetor v; € C em relagdo a base B e
colocando-as na j-ésima coluna de [/]§.

EXEMPLO

Considere o espaco vetorial R? e a base B = {(1,2), (—4,3)}, determine a
matriz de mudanca da base B para a base canénica C de R?.
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ORMAQAO LINEAR MATRIZ DE MUDANGCA DE BASE

EXEMPLO
Sejam B = {(1,0),(0,1)} e C = {(2,—1),(1,2)} bases de R?.
A) Determine [/]2.

B) Dado v = (4,3), determine [v]c utilizando a matriz [/].

y
y ,
A ,
/
2V2,<\\
/ S
/ »
/ 7
Vo ! //
/
/
/
/
~ ,
- - > X
/ /
’ ‘1v
Vl\\1

FIGURA: Coordenadas de v = (4,3) € R? em relagdo as bases B e C.
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TRANSFORMAGAO LINEAR MATRIZ DE MUDANGCA DE BASE

Considerando as bases B = {(1,0),(0,1)} e C = {(1,1),(—1,1)} de R?,
[1né =

temos que
1 -1
c =] )
2

(Verifique!). O que ocorre com os produtos

(-5 e [N5-1NE7

Reflita sobre o resultado.

=N =
NI~ N~
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TRANSFORMAGAO LINEAR MATRIZ DE MUDANGCA DE BASE

ExXERCiCcIOS PROPOSTOS

Para exercitar os conhecimentos trabalhados nesse encontro e discuti-los na
aula presencial, propomos a resolucdo das questdes

18 e 19

da Lista de Exercicios 2 de Transformac3o Linear, disposta no site
www.joabssilva.com.br/algebra-linear-1/

No site também estdo dispostos os slides utilizados nestes videos.
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TRANSFORMAGAO LINEAR MATRIZ DO PRODUTO DE TRANSFORMAGQOES E SEMELHANGA

Matriz do Produto e Semelhanca
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TRANSFORMAGAO LINEAR MATRIZ DO PRODUTO DE TRANSFORMAGQOES E SEMELHANGA

Para Ty € L(U,V) e T, € L(V, W) vimos que T, T; € L(U, W). Con-
sequentemente, se B, C e D s3o bases para U, V e W, respectivamente,
entdo T»T; tem uma representacdo matricial em relacdo as bases B e D,
sendo assim natural o seguinte questionamento: qual a relagcdo, caso exista,
entre a matriz [T> T1]8 e as matrizes [T1]2 e [T2]§?

T T2

T2 T,

F1GURA: Diagrama da matriz do produto de transformacdes.
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TRANSFORMAGAO LINEAR MATRIZ DO PRODUTO DE TRANSFORMAGQOES E SEMELHANGA

TEOREMA

Sejam U, V e W trés IK-espacos vetoriais de dimenséesn, mer, e B, C e
D suas bases, respectivamente. Se Ty € L(U,V) e T, € L(V, W), entdo
[T2Thl5 = [Tel5 - [Talé

COROLARIO

Sejam U e V dois IK-espagos vetoriais de dimensdo n > 1 e B e C bases
de U e V, respectivamente. Uma transformacéo linear T € L(U, V) é um
isomorfismo (invertivel) se, e somente se, [T]2 for invertivel. Além disso,
neste caso,

[T15=([T1&)"

Sendo [/]2 a matriz do operador identidade, que é um automorfismo (bije-

tor), segue que [/]2 é invertivel. Ainda, mais particularmente, se fizermos
U=VeT=Id(T!=Id), aigualdade
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TRANSFORMAGAO LINEAR MATRIZ DO PRODUTO DE TRANSFORMAGQOES E SEMELHANGA

[T5=(TI1&)"

se torna

(g = ()™

Ou seja, a matriz de mudanca da base B para a base C é invertivel e sua
inversa é a matriz de mudanca da base C para a base B.

EXEMPLO
Sejam Ty € L(R?,R3) e T, € L(R3,R3) definidas por
Ti(x,y) = (x=3y,2x+y,—x+y) e Ta(x,y,z) = (x+y,x—z,—y+22)

Determine as matrizes [T1], [T2] e [T2T1], e entdo verifique que [T2 T1] =
[T2] - [Ta].
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TRANSFORMAGAO LINEAR MATRIZ DO PRODUTO DE TRANSFORMAGQOES E SEMELHANGA

EXEMPLO

Seja T € L£L(IR3) cuja matriz em relagdo as bases candnicas é

1 -1 -1
[T]=] -1 2 3
1 1 4

Determine, se possivel, [T_l]. Em caso afirmativo, calcule a T~ utilizando
a matriz [T~1].

EXEMPLO

Considere a base B = {(1,1),(1,2)} e a base canénica C = {(1,0),(0,1)}
de R2. Calcule as matrizes de mudanca de base [/]2 e [/]§.
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TRANSFORMAGAO LINEAR MATRIZ DO PRODUTO DE TRANSFORMAGQOES E SEMELHANGA

DEFINICAO

Sejam A, B € M,(KK). A matriz A é dita semelhante a matriz B se existir
uma matriz invertivel P € M,(K) tal que A = P~1BP, e denotamos por
A~ B.

Sejam V' um IK-espago vetorial de dimens&o finitan>1, T € L(V)e Be
C bases de V/, qual a relagdo entre as matrizes [T]|g e [T]c?

Fazendo substituicdes adequadas, segue que [T]g =[S - [T]c - [&.

/dV /d\/

Idy o T oldy

FIGURA: Diagrama da relagdo entre as matrizes [T]g e [T]c.
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TRANSFORMAGAO LINEAR MATRIZ DO PRODUTO DE TRANSFORMAGQOES E SEMELHANGA

Como [/]§ = ([/]8)~1, denotando [/]2 por P segue que
[Tlg=P ' [T]c-P

Portanto, segue da discussao anterior que dado um IK-espago vetorial V
de dimensdo finita n > 1 e duas bases B e C, para cada operador linear
T € L(V) as matrizes [T]g e [T]¢ sdo semelhantes.

EXEMPLO
Considere T € £(IR?) definido por T(x,y) = (4x — y,2x + y) e as bases

B={(1,2),(1,1)} e C={(1,0),(0,1)}

de R2. Determine as matrizes [T]c e P = [/]2, e as use para determinar
[T]s.
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TRANSFORMAGAO LINEAR MATRIZ DO PRODUTO DE TRANSFORMAGQOES E SEMELHANGA

ExXERCiCcIOS PROPOSTOS

Para exercitar os conhecimentos trabalhados nesse encontro e discuti-los na
aula presencial, propomos a resolucdo das questdes

20 , 21 e 22

da Lista de Exercicios 2 de Transformac3o Linear, disposta no site
www.joabssilva.com.br/algebra-linear-1/

No site também estdo dispostos os slides utilizados nestes videos.
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