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DIAGONALIZAGAO AUTOVALORES, AUTOVETORES E POLINOMIO CARACTERISTICO

DEFINICAO
Seja V um K-espa¢o vetorial e T € L(V).
© Um autovalor de T é um escalar A € KK tal que existe um vetor ndo
nulo v € V com T(v) = Av.

@ Se A é um autovalor de T, entdo todo vetor ndo nulo de v € V tal
que T(v) = Av é chamado de autovetor de T associado a \.

De forma analoga, tem-se.

DEFINIGAO

Um escalar A € K é um autovalor da matriz A = [a;] € M,(K) quando
A é um autovalor do operador T € L(IK"), cuja matriz em relagdo a base
canonica é A. Logo, existe um vetor n3o nulo v € K", chamado auto-
vetor, tal que T(v) = Av ou, equivalentemente, uma matriz ndo nula
X € Mpyx1(K) tal que AX = \X.
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DIAGONALIZAGAO AUTOVALORES, AUTOVETORES E POLINOMIO CARACTERISTICO

Sindénimos:

@ “autovalor”, “valor préprio” e "valor caracteristico”;

@ “autovetor”, “vetor préprio” e “vetor caracteristico”.

Observagdo: Se T € L(V) é n3o injetor, entdo 0 é um autovalor de T. De
fato, como T é ndo injetor, existe um vetor ndo nulo v € Nuc(T). Dai,

T(v)=_0 = 0 -v
vetor escalar
como queriamos.

ExEMPLO (Operador Identidade)

Sejam V' um K-espaco vetorial e Id € L£(V), entdo todo vetor ndo nulo
v € R2 é um autovetor de T associado ao autovalor \ = 1.
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DIAGONALIZAGAO AUTOVALORES, AUTOVETORES E POLINOMIO CARACTERISTICO

EXEMPLO

Seja T € L(R?) definida por T(x,y) = A(x,y). Todo vetor nio nulo

v € R2 é um autovetor de T associado ao autovalor \. E mais,
1) Se A =1, T é aidentidade;

11) Se 0 < A <1, T contrai o vetor e preserva o sentido;

111) Se A > 1, T dilata o vetor e preserva o sentido;

1v) Se A = —1, T inverte o sentido do vetor;

V) Se =1 < A <0, T contrai o vetor e inverte o sentido;

vi) Se A < —1, T dilata o vetor e inverte o sentido;

Portanto, toda diregdo é preservada por T. (Figura 1)
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DIAGONALIZAGAO AUTOVALORES, AUTOVETORES E POLINOMIO CARACTERISTICO
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FIGURA: Representagdo Geométrica da Transformag3o Linear T(x,y) = A(x,y).

EXEMPLO (Reflexdo em Relagdo ao Eixo x)

Seja T € L(IR?) definida por T(x,y) = (x, —y), cuja representacio
geometricamente estd ilustrada na Figura 2.
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DIAGONALIZAGAO AUTOVALORES, AUTOVETORES E POLINOMIO CARACTERISTICO

FIGURA: Representacdo Geométrica da Reflexdo em Rela¢3o ao Eixo Ox.

@ Os vetores (x,0), x # 0, sdo autovetores de T associados ao autovalor

A=1;
@ Os vetores (0,y), y # 0, sdo autovetores de T associados ao autovalor
A=-—1

wa (IFPB) ALGEBRA LINEAR I 8/22




DIAGONALIZAGAO AUTOVALORES, AUTOVETORES E POLINOMIO CARACTERISTICO

EXEMPLO

Seja T € L£(IR?) definido por T(x,y) = (y, —x). T nio possui autovalores
e, consequentemente, ndo possui autovetores.

Seja T € L(V) onde V é um K-espaco vetorial de dimens3o finita n > 1.
Se A € K for um autovalor de T, entdo existe v € V, v # 0, tal que
T(v) = Av, o que equivale a

A éum autovalorde T <= Nuc(T — \ld) # {0}
donde segue que
A éum autovalorde T <= det([T]g—An) =0 (1)
Logo, a equivaléncia 1 pode ser reescrita como
A éum autovalorde T <= X é uma raiz de det([T]g — Alp)
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DIAGONALIZAGAO AUTOVALORES, AUTOVETORES E POLINOMIO CARACTERISTICO

TEOREMA

Seja V' um K-espago vetorial de dimensdo finitan>1, T € L(V) e X € K.
As seguintes afirmagbes sdo equivalentes:

Q@ )\ é um autovalor de T;
@ O operador T — \Id é singular (ndo invertivel);
@ det([T]g — Alp) =0, onde B é uma base de V.

EXEMPLO

Considere o operador linear T € £(IR?) dado por T(x,y) = (x +y,x —y)
e as bases

B = {(1?0)7 (07 1)} , C= {(17 1)7 (_17 1)} e D= {(172)7 (374)}

de R?. Determine det ([T]g — Ak), det ([T]c — Ah) e det ([T]p — Ah).
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DIAGONALIZAGAO AUTOVALORES, AUTOVETORES E POLINOMIO CARACTERISTICO

1-x 1
R N
1-x  —1
det([T]c — M\h) = 1 _I_A‘:v—z
1 1
det([T]p — A\h) = . 15 =X -2
-~ — -
2 2

Sejam B e C duas bases do K-espago vetorial V/, como as matrizes [T]g e
[T]c sdo semelhantes, ou seja,

[Tlg =P YT]cP onde P=[/E

segue que det([T]g — A\l,) n3o depende da base B escolhida.
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DIAGONALIZAGAO AUTOVALORES, AUTOVETORES E POLINOMIO CARACTERISTICO

DEFINICAO

Sejam V um IK-espaco vetorial de dimensdo finita n > 1, T € L(V) e B
uma base de V. Chamamos o polinémio det([T]g — Al,) de polindmio
caracteristico de T, e denotamos por pr(A).

JoaB Siva (IFPB) ALGEBRA LINEAR I 12 /22




Calculo de Autovalores e

Autovetores

ALGEBRA LINEAR I 13 /22



IDINIOINAVANGYI CALCULO DE AUTOVALORES E AUTOVETORES

Consideremos o subconjunto de V formado por todos os autovetores de T
associados a A mais o vetor nulo

Vi={veV | T(v)=Av}
Temos que

veVy <= veNuc(T - M\d)

DEFINICAO

Seja V um K-espaco vetorial, T € L(V) e A um autovalor de T. O
subespaco V) é chamado autoespaco de V associado a ).

Em resumo, para determinarmos autovalores e autovetores de um operador
linear T (e, consequentemente, de uma matriz) devemos:
@ Obter o polindmio caracteristico de T. As raizes deste polindmio sdo
os autovalores de T.
@ Resolver T(v) = Av para todos os autovalores X ou, equivalentemente,
determinar os subespacos Nuc(T — Ald) para cada A. As solugBes (ou
vetores) n3o nulas s3o os autovetores de T.

Joas Siva (IFPB) ALGEBRA LINEAR I 14 /22




DIAGONALIZAGAO CALCULO DE AUTOVALORES E AUTOVETORES

EXEMPLO

Seja T € L(IR?) dado por T(x,y) = (3x — 2y, —4x + y). Determine os
autovalores e autovetores de T, caso existam.

EXEMPLO

Considere o operador linear T € L£(IR?) definido por T(x,y,z) = (x +
2z,—x+2z,x+y+2z). Determine os autovalores e autovetores de T, caso
existam. |

EXEMPLO

Determine os autovalores e autovetores de T € £(RR3) tal que

1 2 -4
[T]=| 2 —2 -2
—4 -2 1
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IDIVNCIONNAVANINOI DIAGONALIZAGAO DE OPERADORES 1

Diagonalizacao de Operadores 1
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DIAGONALIZAGAQ DIAGONALIZAGAO DE OPERADORES 1

DEFINICAO

Seja V um IK-espaco vetorial de dimens3o finita n > 1. Um operador
T € L(V) é dito diagonalizavel se existe uma base B de V tal que a
matriz [T]g é diagonal.

Diante dessa definicao alguns questionamentos surgem naturalmente, como:

@ Sempre existe uma base em relagdo a qual T é diagonalizavel?
@ Caso existe tal base, como a determinamos?

@ Essa base é Uinica?

TEOREMA

Seja V' um IK-espaco vetorial de dimensdo finita n > 1. Um operador
T € L(V) € diagonalizavel se, e somente se, a base B (em relacdo a qual
[T]s € diagonal) é formada por autovetores de T.
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DIAGONALIZAGAO DIAGONALIZAGAO DE OPERADORES 1

EXEMPLO

Seja T € L£(IR?) dado por T(x,y) = (—2x + 4y, —x + 3y). Determine se
T é diagonalizavel.

v

EXEMPLO

Seja T € £L(IR3) cuja matriz em relagdo a base candnica é

-2
1

0
[T]=1 1
1 3

o N O

Determine uma base B de R? em relacdo a qual a matriz de T é diagonal
e escreva [T]g.
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IDJVNCIONINA VNI DIAGONALIZAGAO DE OPERADORES 2

Diagonalizacao de Operadores 2
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DIAGONALIZAGAO DIAGONALIZAGAO DE OPERADORES 2

Dizemos que a matriz A é diagonalizdvel quando T € L£(V), cuja repre-
sentagdo em relagdo a base candnica de V é [T] = A, é diagonalizavel.
Assim, denotando por A a matrizde T € £(V) em relagdo a base candnica
C de V e por D a matrizde T € L(V) em relagdo a base B formada por
autovetores de T, segue que A e D sdo semelhantes.

E mais,

D=[Tlg=(N)"-[T]- = (NS~ A-[1¢

Denotando agora por P a matriz de mudanga da base B para a base C
obtém-se
D=PtAP

A discussdo anterior justifica o resultado a seguir.

TEOREMA

Uma matriz A € M,(IKK) é diagonalizavel se, e somente se, existe uma matriz
invertivel P € M,(IK) tal que D = P~1AP é diagonal.

= = — TV
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DIAGONALIZAGAO DIAGONALIZAGAO DE OPERADORES 2

Da igualdade D = P~1AP, um vez que P é invertivel, temos equivalente-
mente que A = PDP~!. Diz-se entdo que P diagonaliza A ou, equivalen-
temente, que P é a matriz diagonalizadora.

Em resumo, para determinarmos a matriz P € M,(IK) que diagonaliza uma
matriz A € M,(KK) devemos:
@ Encontrar n autovetores linearmente independentes de A.
© Escrever a matriz P dispondo as componentes dos autovetores em
suas colunas.

EXEMPLO
Determine, caso exista, uma matriz P que diagonaliza a matriz

3 -1 -3
A=[0 2 -3
0 0 -1

Em caso afirmativo, calcule P~1AP.
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