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PRODUTO INTERNO DEFINIGAO, EXEMPLOS E PROPRIEDADES

DEFINICAO

Seja V um RR-espaco vetorial. Um produto interno sobre V é uma funcio

(,): VxV — R
(u,v) — (u,v)

ou seja, que associa a cada par de vetores (u,v) € V x V um ndmero
(u,v) € R, que satisfaz os seguintes axiomas:

Q (u,v)y=(v,u),VuveV (Axi. de Comutatividade ou Simetria)
u+v,w) = (u,w)+(v,w), VY uv,weV (Axi. de Aditividade)
au,v) =alu,v),VuveVeVaecR (Axi. de Homogeneidade)

(uyu) >0,YueV, e (uu)=0se esomentese, u=0. (Axioma
de Positividade)

Um IR-espac¢o vetorial com produto interno é chamado de espacgo euclidi-
ano.
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PRODUTO INTERNO DEFINIGAO, EXEMPLOS E PROPRIEDADES

EXEMPLO

Sejam V =R? e u = (x1,x),v = (y1,y2) € R?, a fungdo

2
(u,v) = in)/i = X1y1 + X2)2
i=1
define um produto interno sobre R?. Este é chamado de produto interno
candnico sobre R?.

v

De fato, verifiquemos que a func3do satisfaz os axiomas de produto interno:

1) Para todo u = (x1,x),v = (y1,y2) € R?, temos

<u7 V> = <(X17X2)7 (y17y2)> = X1y1 + Xoy2
= yix1+ yaxe = ((y1, y2), (x1, x2))

= (v,u)
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PRODUTO INTERNO DEFINIGAO, EXEMPLOS E PROPRIEDADES

2) Para todo u = (x1,x2),v = (y1,¥2), w = (21, z2) € R?, temos

(utv,w) = ((x1,%)+ (y1,2), (21, 22))

(x1 + y1, % + y), (21, )

x1 +y1)z + (%2 + y2)z2

x121 + x22) + (V121 + y222)
(x1,%2), (21, 22)) + {(¥1, ¥2) (21, 22))

w) + (v, w)

3) Para todo u = (x1,x),v = (y1,y2) € R? e a € R, temos

{
{
(
(
{
{u,

(au,v) = (a(x1,x2), (y1,¥2)) = ((ax1, ax2), (y1, y2))
= (axa)y1 + (ax)y2 = alxy + xy2)
= a<(X1’X2)7 ()/1’)/2»
= olu,v)
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PRODUTO INTERNO DEFINIGAO, EXEMPLOS E PROPRIEDADES

4) Para todo u = (x1,x2) € R?, temos
(u, u) = ((x1,%2), (x1, %)) = x1° + x°

Como x;2 > 0, para todo 1 < j < 2, segue que (u,u) > 0.
Suponha que u # 0, ou seja, que alguma de suas componentes é n3o
nula, digamos x; # 0. Entdo,

(uyuy =0 =  x*+x’=0
2 2
= G)R) -
X1 1
2
0

— 1+<X2> -

2
X2
= —) =-1
X1
Contradig¢do, pois o primeiro membro da Gltima igualdade é maior que
ou igual a zero enquanto o segundo membro é negativo. Portanto,

(uuy=0 <= u=0
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PRODUTO INTERNO DEFINIGAO, EXEMPLOS E PROPRIEDADES

De forma anéloga, a funcdo

3

(u,v) =" Xiyi = x1y1 + Xey2 + X3y3
i=1

com u = (x1,x2,x3), v = (y1, 2, y3) € R3, define um produto interno sobre
R3. Este é chamado de produto interno candnico sobre R3.

Generalizando, a funcdo
n
(u,v) = in)/i =X1y1+ -+ Xa¥n
i=1

com u = (x1,...,%1),Vv = (y1,...,¥n) € R", define um produto interno
sobre R". Este é chamado de produto interno canonico sobre R".
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PRODUTO INTERNO DEFINIGAO, EXEMPLOS E PROPRIEDADES

O produto interno candnico sobre R" pode ser escrito como produto matri-
cial da seguinte forma:

X1
(u,v>:vtu:[y1 y,,]-
Xn

*|dentificamos uma matriz de ordem 1 sobre R com o seu (nico elemento.

EXEMPLO

Sejam ai,...,a, € R%, chamados de pesos, e u = (x1,...,Xp),v =
()’17 o 7_yn) € Rn, a func;éo

n
(u,v) =D qixiyi = arxayr + -+ + QnXn¥n
i=1

define um produto interno sobre IR”. Este é chamado de produto interno
ponderado com pesos ag, ..., Qp.

v
™7 mid - — wyort
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PRODUTO INTERNO DEFINIGAO, EXEMPLOS E PROPRIEDADES

EXEMPLO

Sejam u = (x1,x2),v = (y1, y2) € R?, verifique se a fungdo
(u,v) =2x1y1 — bxayn

define um produto interno sobre R2.

EXEMPLO

Sejam u = (x1,x2), v = (y1,y2) € R?, mostre que a funcio
(u, v) = x1y1 — x1y2 — xoy1 + 3xoy»

define um produto interno sobre R?.

Apresentamos a seguir produtos internos definidos sobre espacos vetoriais

diferentes de R".
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PRODUTO INTERNO DEFINIGAO, EXEMPLOS E PROPRIEDADES

EXEMPLO
Sejam A = [a;], B = [bjj] € M2(R). A fungdo

2

(A,B) = aybj = ajnbi1 + a12b12 + az1bo + an2baz
ij=1

define um produto interno sobre M>(RR). Este é chamado de produto
interno candnico sobre M,(RR).

De forma geral, dados A = [aj], B = [bjj] € Mmxn(R), a fungdo

m

<A B Zzalj i — = aiuhi1 + -+ amnbmn
i=1j=1

define um produto interno sobre Mp,»,(R). Este é chamado de produto
interno candnico sobre M, ,(R).
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PRODUTO INTERNO DEFINIGAO, EXEMPLOS E PROPRIEDADES

EXEMPLO

Sejam p,q € P,(R), onde p(x) = ap + aix + --- + a,x" e q(x) = by +
bix + -+ -+ byx", a funcdo

n
(p,q) = Zaibi = agbo + - -+ + anby
i=0

define um produto interno sobre P,(RR). Este é chamado de produto in-
terno candnico sobre P,(R).

EXEMPLO
Sejam f, g € C([a, b],R), a fungdo

(r.8) = [ F(x)a() o

define um produto interno sobre C([a, b],R). Este é chamado de produto
interno candnico sobre C([a, b],R).
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PRODUTO INTERNO DEFINIGAO, EXEMPLOS E PROPRIEDADES

Da definicdo de produto interno, decorrem as seguintes propriedades.

PROPOSICAO

Sejam V' um espaco euclidiano, u,v,w € V e g € R. Entdo,
Q@ (0,v) =(v,0) =0,
Q (u,v+w) = (uv)+ (uw)),
@ (u,Bv) = B(u,v).

Da definicdo de produto interno e da Proposicdo obtemos a bilinearidade:
(u+av,w+ Bz) = (u,w) + B(u, z) + v, w) + aB(v, 2)
A bilinearidade pode ser estendida a uma quantidade finita de parcelas,

conforme resultado a seguir.
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PRODUTO INTERNO DEFINIGAO, EXEMPLOS E PROPRIEDADES

PROPOSICAO

Sejam V' um espaco euclidiano, uj,vi € V ea;, 3 € R, com1<i<me

1 <j < n. Entao,

m m
Q (D aiui,v) =) ai(u,v);
i=1 i=1

n n
(2] UaZ/BjVj :Z/BJ'(u? Vj)r'
= =1
m n m n
Q ZaiuiaZBjVj Z alﬁj uj, VJ>
1 j=1 i=1 j=
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PRODUTO INTERNO NORMA E PROPRIEDADES

DEFINICAO

Seja V um espaco euclidiano. Dado um vetor v € V, chama-se norma de
v, e denota-se por ||v||, o nimero real definido por

vl = /{vsv)

A norma estd bem definida tendo em vista que (v,v) >0, V v € V. Dize-

mos que a norma definida como ||v|| = v/(v, v) é proveniente do produto
interno.
EXEMPLO

Seja V = R" com produto interno canénico. A norma é dada por

IVl = a2+ + - +x2 , v=(q,0,-..,%) €R"

Esta é chamada norma euclidiana.
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PrRODUTO INTERNO NORMA E PROPRIEDADES

W

A (IFPB)

FIGURA: Norma Euclidiana em R? e R®
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PRODUTO INTERNO NORMA E PROPRIEDADES

EXEMPLO

Seja V = Mp,»n(IR) com produto interno candnico. A norma é dada por

IAl = a2 + a2 + -+ amn® , A= [a;] € Myxn(R)

Esta é chamada norma de Frobenius.

EXEMPLO

Seja V = P,(R) com produto interno candnico. A norma é dada por

ol = v/a0? + 212 + -+ an?

onde p(x) = ap + aix + - - + anx” € Py(R).
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PRODUTO INTERNO NORMA E PROPRIEDADES

EXEMPLO

Seja V = C([a, b],R) com o produto interno candnico. A norma é dada
por

; :
“”'Z(/a [f(x)Fdx) . feC(ablR)

Se V é um espago com produto interno, v € V e ||v|| =1, isto é (v,v) =1,
entdo v é dito um vetor unitario. Dizemos também, neste caso, que v esta
normalizado. Todo vetor ndo nulo v € V pode ser normalizado, sendo

. ) v
suficiente para isto tomar o vetor ——, chamado versor de v. De fato,

(vl
< v v >_ 1
[vI|” vl [v][2

lvl* =1

=
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PRODUTO INTERNO NORMA E PROPRIEDADES

EXEMPLO

Considere o espaco euclidiano R3.
A) Calcule a norma do vetor u = (4, —2,2) em relagdo ao produto interno
canonico;
B) Calcule a norma do vetor u = (4, —2,2) em relagdo ao produto interno
dado por
(u,v) = x1y1 + 2xoy2 + 3x3y3

onde u = (X17X27X3)a vV = (y15y27y3) S ]R3-

EXEMPLO

Considere o espaco euclidiano R? com produto interno canénico. Calcule a
norma de cada vetor e, caso o vetor n3o seja unitario, o normalize.

A) v=(-1,4,2) B) v= <;,—§,§) c) v=(2,1,-3)
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PRODUTO INTERNO NORMA E PROPRIEDADES

EXEMPLO

Dado o espac¢o euclidiano P>(IR), considere o produto interno definido por
1
(p.) = [ p()a()dx . ¥ p.a € PalR)

2
Determine o valor de a € R para que ||p|| =2 5 sendo p(x) = x2 — ax.

EXEMPLO

Considere o espaco euclidiano R? com o produto interno definido por
(U, v) = 3xay1 + xoy2

onde u = (x1,x2) e v. = (y1,y2). Em relagdo a esse produto interno,
determine um vetor v tal que

Ivil=4 , (u,v)=10 e u=(1,-2)

= - - =
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PRODUTO INTERNO NORMA E PROPRIEDADES

A norma proveniente do produto interno goza das seguintes propriedades.

PROPOSICAO
Seja V' um espaco euclidiano. Para quaisquer v € V e a € R, tem-se:
Q@ ||v|]| >0, e|v|]| =0 se, e somente, v =0;

Q |av|| = |afflv]-

A propriedade é uma das mais importantes inequacdes da matematica.

TEOREMA (DESIGUALDADE DE CAUCHY-BUNYAKOVSKII-SCHWARZ)
Seja V' um espaco euclidiano, entdo para todo u,v € V tem-se

[{u, v < Jlulll]v]

A igualdade vale se, e somente se, {u,v} é linearmente dependente.
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PrRODUTO INTERNO NORMA E PROPRIEDADES

EXEMPLO

Sejam a, b, c € R, mostre que

1 1 1
(a+b+c)< + 3+ ) 9

1 1 1
Sejam u = (v/a,Vb,/C),v = (,,) € R3, da desigualdade
Vva Vb /¢
CBS tem-se que
1 1 1 1 1 1
(wavbva (L2 d))| < lvaveval (5 52|

1 1 1 1 1 1 1\:2
[— J— R < 2. = — —
‘\/5 \/5-&-\@ \/E—i-ﬁ \E’ < (a+b+c)2 (a+b+c)
1o/l 1 1\2
< = — =
3] < (a+b+c)? (a+b+c)
1 1 1
< . — -
9 < (a+b+c)(a+b+c)
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PrRODUTO INTERNO NORMA E PROPRIEDADES

COROLARIO (DESIGUALDADE TRIANGULAR)

Seja V' um espaco euclidiano, entdo para todo u,v € V tem-se
Ju+ vl < Jlull +iv]

A igualdade ocorre se, e somente se, um dos vetores é miltiplo ndo-negativo
do outro. )

[l

FIGURA: Desigualdade Triangular em R? e R?
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PRODUTO INTERNO NORMA E PROPRIEDADES

DEFINICAO

Seja V um espaco euclidiano. Dados u,v € V, chama-se distancia entre
u e v, e denota-se por d(u, v), o ndmero real definido por

d(u,v) = |u— vl

EXEMPLO

Considere o espaco euclidiano R? com o produto interno candnico. Calcule
a distancia entre os vetores u = (3,1) e v = (—1,2) do R.
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PRODUTO INTERNO ANGULO ENTRE DOIS VETORES E ORTOGONALIDADE

Sejam V' um espaco euclidiano e u, v € V ndo nulos. Da desigualdade de
CBS, segue que

(u v < lulllvl] <= -1<

Como a fungdo f(#) = cos 6 é bijetora do intervalo [0, 7] em [—1, 1], existe
um dnico 0 € [0, 7] tal que

(u,v)

cosf =
[ullfIv]l

DEFINICAO

Sejam V um espaco euclidiano e u, v € V n3o nulos. O angulo entre u e
v é o nimero real 6 € [0, 7] tal que

{u, v)

cosf = — "
lulllv]l
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PRODUTO INTERNO ANGULO ENTRE DOIS VETORES E ORTOGONALIDADE

EXEMPLO
Dado o espaco euclidiano R3 com produto interno candnico, sejam u =
(1,2,-1),v = (3,—1,0) € R3. Determine o angulo entre os vetores u e v.
SOLUCAO
Temos que
(u,v)y = 1-3+2-(—1)—|—(—1)-0:1
lul = V12 +22+ (-2 = V6
IVl = /324 (~1)2+02 = V10
Donde obt 0 1 1 Portant
onde obtemos, cos ) = = . Portanto,
Vv6-v/10  2y/15
0 = arccos < ) ~ 1,441 rad
24/15

— = = — Sakel
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PRODUTO INTERNO ANGULO ENTRE DOIS VETORES E ORTOGONALIDADE

EXEMPLO
Seja V = (C([0,1],R) com produto interno canénico. Determine o dngulo

entre as fungdes f(x) = x> — x e g(x) = x% — x.

DEFINICAO
Seja V um espaco com produto interno.
@ Dizemos que u,v € V s3o vetores ortogonais, e denotamos por u |
v, se (u,v) = 0.
@ Dizemos que A = {v1,v2,...,Vm} C V é um conjunto ortogonal se

<Viavj>:07 VI#]
@ Dizemos que A= {v1,va,...,Vpn} C V é um conjunto ortonormal se

0 ,seiz#j
(vi,v;) =65 onde &= | seilj
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PRODUTO INTERNO ANGULO ENTRE DOIS VETORES E ORTOGONALIDADE

Observemos que

uvy=0 <= cosf=0 <= Gzzrad, 0ecl0,m
2

mostrando a compatibilidade entre os conceitos de angulo e ortogonalidade.

DEFINIGAO
Seja V um espago com produto interno.

@ Se o conjunto ortogonal B = {vi, vs,...,v,} é uma base de V dizemos
que B é uma base ortogonal.

@ Se o conjunto ortonormal B = {vy, va,...,v,} é uma base de V dize-
mos que B é uma base ortonormal.

Q@ Se V é um espaco euclidiano e o conjunto ortonormal B =
{vi,v2,...,vp} é uma base de V, dizemos também que B é um sis-
tema cartesiano para V.
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PRODUTO INTERNO ANGULO ENTRE DOIS VETORES E ORTOGONALIDADE

EXEMPLO

Considere o espaco euclidiano R? e os vetores u = (1,1),v = (—1,1) € R2.

A) Verifique se os vetores u e v sdo ortogonais relativamente ao produto
interno candnico.

B) Verifique se os vetores u e v s3o ortogonais relativamente ao produto
interno definido por

(u,v) =2xay1 + 3%y, onde u=(x1,%),v=(y1,y) € R?

SOLUGAO

A) Temos que (u,v) =1-(—1)+1-1=0. Portanto, u L v.
1

1
B) Temos que (u,v) =2-1-(—1)+3-1-1=1. Portanto, u L v.
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PRODUTO INTERNO ANGULO ENTRE DOIS VETORES E ORTOGONALIDADE

EXEMPLO

O conjunto B = {vi,w, w3}, onde vy = (1,—1,0), vo = (1,1,1) e v3 =
(—1,-1,2), é uma base ortogonal de R3. De fato,

<V1,V2> = 1- 1 ( 1) 1+0 1=0
(vi,i3) = 1-(=1)+(=1)-(-1)+0-2=0
<V2,V3> = 1. ( ].)+1 ( 1)+1 2=0

Mas,

hall = 12+ (-12+02 =2
lall = ¢12+12+12=
hall = /(=12 + (-1 +22 = V6

donde segue que B nao é ortonormal.
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PRODUTO INTERNO ANGULO ENTRE DOIS VETORES E ORTOGONALIDADE

EXEMPLO (CONTINUAGAO)

Agora, podemos converter um conjunto ortogonal de vetores ndo nulos em
um conjunto ortonormal, bastando para tanto normalizar cada vetor ndo
unitario de B.

Assim, segue que

35;{(11_10> (11:L> <_
) 27 ) 37 3a 3 )

€ ortonormal.

N
Bl
(@)
Bl
(@)
Sl
N———
——

TEOREMA (TEOREMA DE PITAGORAS)

Sejam V' um espaco euclidiano e u,v € V. Entdo, u L v se, e somente se,

lu +vI[* = [[ull* + [lv]®
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PRODUTO INTERNO ANGULO ENTRE DOIS VETORES E ORTOGONALIDADE

PROPOSICAO

Seja V. um espaco com produto interno. Todo conjunto ortogonal S C V
de vetores ndo nulos é linearmente independente.

PROPOSICAO

Sejam V' um espaco com produto interno e A = {vi,va,...,vm} C V
um subconjunto ortogonal formado por vetores ndo nulos. Se v €
[vi,va,...,vm] entdo

m
Z (v, vi) v
~ il '

Assim, pela Proposicao, se v é uma combinac3o linear dos vetores vy, ..., Vpy,
ortogonais e ndo nulos, entao v se escreve como
(v, v1) (v, v2) (v, vm)
— v © Vo + e _|_ -V,
[Jva]l? vz ]2 lvmll®
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PRODUTO INTERNO ANGULO ENTRE DOIS VETORES E ORTOGONALIDADE

DEFINICAO

Sejam V' um espago com produto interno, B = {vi, va,...,Vv,} uma base
ortogonal de Vev e V.

m
@ O lado direito da expressdo v = Z <HV’ U’; - v; € chamado expansao
— Vi

i=1
de Fourier de v em relacdo a base B.
<V7 Vi>
) vl : -
B, sdo chamados de coeficientes de Fourier de v em relacdo a v;.

@ Os escalares a; = coordenadas do vetor v em relacdo a base

DEFINICAO
A projecao ortogonal de v sobre v, ou ao longo de v, é o vetor definido

por
{u,v)

-V
[Iv]|?

proj,u =
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PrRODUTO INTERNO ANGL']AO ENTRE DOIS VETORES E ORTOGONALIDADE

u
I
I
I
I
I
I
I
I

el »

projyu v

F1GURA: Projecio Ortogonal de u sobre v.

EXEMPLO

Considere R? com produto interno candnico e B = {(1,1),(~1,1)} uma
base ortogonal de R2. Determine [v]g onde v = (2,3).

[lustramos graficamente na Figura 4 o exemplo anterior.
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PrRODUTO INTERNO ANGL']AO ENTRE DOIS VETORES E ORTOGONALIDADE

FIGURA: Coordenadas de v = (2,3) € R? em relagdo & base B = {(1,1),(—1,1)}.

EXEMPLO

Dado o espaco euclidiano R3 com produto interno canénico, determine
a expansdo de Fourier do vetor v = (2,1,—3) em relagdo a base B =

{(1,-1,2),(2,0,-1),(1,5,2)}.
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Processo de Ortogonalizacao de

Gram-Schmidt
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PRODUTO INTERNO PROCESSO DE ORTOGONALIZAGAO DE GRAM-SCHMIDT

O espaco vetorial R" possui uma base ortonormal, a base candnica, o que
certamente sugere os seguintes questionamentos: todo espaco vetorial de
dimensdo finita possui uma base ortogonal? Em caso afirmativo, como
obté-la?

Para responder aos questionamentos apresentamos o resultado a seguir, o
qual tras em sua demostracdo o processo de constru¢do da base ortogonal
conhecido como Processo de Ortogonalizagdo de Gram-Schmidt. Normali-
zando os vetores da base ortogonal obtemos a base ortonormal procurada.

TEOREMA

Todo espaco vetorial de dimens3o finita n > 1 com produto interno possui
uma base ortonormal.

DEMONSTRACAO.

Seja V um espago com produto interno e B = {v1, va,..., v,} uma base de
V. Objetivamos construir uma base B = {wy, wy, ..., w,} ortogonal de V
a partir de B. ]

- = = = o
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PRODUTO INTERNO PROCESSO DE ORTOGONALIZAGAO DE GRAM-SCHMIDT

DEMONSTRACAO (CONT.)

Inicialmente, tomemos w; como qualquer um dos vetores de B, digamos
wy = v;. Determinemos um escalar « tal que vo = wy + aw;, e mais, que
wi L ws.

WO fmmmmmm %
2 2

Vi awq [ Wl]

Da exigéncia wy; L ws, obtemos

(wa,w1) =0 <= (m—aw,w)=0 <=

Ol

T ™ = = = A=
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PRODUTO INTERNO PROCESSO DE ORTOGONALIZAGAO DE GRAM-SCHMIDT

DEMONSTRAGAO (CONT.)

Vo, W1
(o, m) —a(w,w) =0 = a= W
Logo, wo = vp — W -wy. Como v; e v» sdo linearmente independentes,
w1

temos que wy # 0 e, claramente, [wy, wo] = [va, v2], pois wy e wy sdo
combinagdes lineares de v; e vo. Com isso, os vetores de [wy, wp| sdo da
forma

1wy + aowp

para certos oy, ap € K.

Determinemos agora a1 e ap tais que vz = wsz + apwy + aeywy, € mais, que
W3LW1€W3LW2.

0J
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PRODUTO INTERNO PROCESSO DE ORTOGONALIZAGAO DE GRAM-SCHMIDT

DEMONSTRACAO (CONT.)

Da exigéncia ws | wj, obtemos

<W3,W1> =0 <

(v —aowr —aqwy,wp) =0 <=

JoaB Siva (IFPB)
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PRODUTO INTERNO PROCESSO DE ORTOGONALIZAGAO DE GRAM-SCHMIDT

DEMONSTRAGCAO (CONT.)

<V37 Wl)

(va, wa) — az(wo, wi) —ar(wy,wi) =0 = o1 ="s

pois wo L wy. De forma anéloga, da exigéncia ws | wp, obtemos

a2 == 7<V3, W§>
[[wa|

(v3,m) 17<V3, w2)
[[wa |2 |wal|?

independentes, temos que wz # 0 e, claramente, [wy, wo, w3] = [v1, w2, v3],
pois wy, Wy e ws sdo combinagles lineares de vi, v» e vo. Com isso, os
vetores de [wi, wp, w3] sdo da forma

Logo, w3 = v3— -wp. Como vy, v e v3 sdo linearmente

aiwy + aows + azws

para certos aq, ap, a3 € K. O]
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PRODUTO INTERNO PROCESSO DE ORTOGONALIZAGAO DE GRAM-SCHMIDT

DEMONSTRAGAO (CONT.)

Continuado este processo, obtemos que

. <Vk+17 VVJ>
j=1 U]
é ortogonal a cada um dos vetores wy, wo, ..., wg. E, como vi,vo, ..., vki1

sdo linearmente independentes, temos que wy11 # 0, donde segue que

[wi, wa, ..., wip1] = [vi, v, - -+, Viqa]
pois wi, wa, ..., Wkt+1 Sdo combinagles lineares de vi, vo, ..., Vki1.
Agora, por Proposicao, este conjunto é linearmente independente. Portanto,
B = {wi,ws,...,w,} é uma base ortogonal. O
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PRODUTO INTERNO PROCESSO DE ORTOGONALIZAGAO DE GRAM-SCHMIDT

DEMONSTRAGCAO (CONT.)

Finalmente, tomando

/ Wi

=—— V1<i<n
[[will

Wi

obtemos uma base ortonormal B” = {w1/, w2/, ..., w,'}.

Algoritmo de Gram-Schmidt: Seja VV um espaco com produto
interno e B = {v1,va,...,vp}, uma base arbitriria de V. A
Sequéncia de Gram-Schmidt definida por

w = v
k_1<vk7Wj>

wg = Vk_ZWWj para k =2,3,...,n
j=1 j

é uma base ortogonal de V.
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PRODUTO INTERNO PROCESSO DE ORTOGONALIZAGAO DE GRAM-SCHMIDT

EXEMPLO

Considere o espaco euclidiano R? com o produto interno candnico. Deter-
mine uma base ortogonal de R? a partir da base

B = {(37 1)7 (_27 2)}

EXEMPLO

Dado o espaco euclidiano R3 com o produto interno canénico, determine
uma base ortonormal de R3 a partir de

B = {(1,0,0),(0,—1,2), (2, —3,—1)}
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PropuTo IN 0 COMPLEMENTO ORTOGONAL

Complemento Ortogonal
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PrRODUTO INTERNO COMPLEMENTO ORTOGONAL

DEFINICAO

Sejam V um espaco com produto interno e S C V um subconjunto ndo
vazio de V. O complemento ortogonal de S é definido por

St={veV|{vu)=0YuecS}

Dado S C V, temos que
(0,uy=0 , Yues

Logo, 0 € St e, portanto, S+ é n3o vazio. Sejam vi,w» € St e a € K,
para todo u € S temos

(vi+ave,u) = (vi,u) +a{v,u) =0+a-0=0

Consequentemente, v; + aw € S+
Da discuss3o anterior segue que S+ é um subespaco de V e, por isso, é
também chamado de subespaco ortogonal.
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PrRODUTO INTERNO COMPLEMENTO ORTOGONAL

PROPOSICAO

Sejam V' um espago euclidiano e W = [wy, ..., wx] um subespaco de V.
Entdo, v € W se, somente se, (v,w;) =0,V 1< i< k.

EXEMPLO

Sejam V = RR?, com produto interno candnico, e W = {(x,y) € R?| x —
y = 0} um subespaco de V. Determine W+,

v

Inicialmente, observemos que W = {(x,x)| x € R} = [(1,1)], donde
obtemos que B = {(1,1)} é uma base de W. Agora, pela Proposi¢3o,

v=(xy)e Wt = ((xy),(L1)=0 <= x+y=0
Portanto,

W ={(x.y) €R?* x +y =0} = {(-y,y)l y € R} = [(-1,1)]
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PrRODUTO INTERNO COMPLEMENTO ORTOGONAL

A

wt w

,_.VAA
N
w
N

—4 -3 —2 -1

FIGURA: Complemento Ortogonal de W = {(x,y) € R?| x —y = 0}.

EXEMPLO

Considere o espaco euclidiano R3 com o produto interno canénico. Deter-
mine o complemento ortogonal do seguinte subespaco de R3:

W =[(1,-1,1),(2,1,3),(0, -3, —1)]

mid — =

SaReu
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PrRODUTO INTERNO COMPLEMENTO ORTOGONAL

TEOREMA (TEOREMA DA DECOMPOSICAO ORTOGONAL)

Seja V' um espaco com produto interno de dimensdo finitan>1e W um
subespaco de V/, entdo
V=wewt

Além disso, a norma do vetor v € V é dada pela formula de Pitagoras

vl = [lwa|? + [lwe]®

onde v=w; +ws, comw; € W ew, € WL,

Em outras palavras, o Teorema diz que se B = {vy, va,..., v} é uma base
ortonormal de um subespaco W de um espaco com produto interno V de
dimens3o finita, entdo todo vetor v € V se decompde, de maneira tnica,
como a soma de duas parcelas, uma de W e uma de W+, ortogonais entre
Si.

v={(v,vi)vi + (v,v)vo + -+ (V, V)V + W,

e w c wt
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PrRODUTO INTERNO COMPLEMENTO ORTOGONAL

EXEMPLO
Considere o espaco euclidiano R3 com produto interno canénico e seja

W:{(X,y,z)€R3lx+2y—z:O}

um subespaco de R3. Dado o vetor v = (1,3,2) € R3, determine sua
decomposicdo ortogonal v = wy + wy, com wy € W e wy € W,

Para a solucdo do exemplo:
@ Determine uma base B de W;
@ Aplique o Processo de Ortoganalizagdo de Gram-Schmidt a base B
determinando uma base B’;
@ Normalize B’ obtendo uma base ortonormal B”

@ Aplique o Teorema da Decomposicdo Ortogonal.
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PrRODUTO INTERNO COMPLEMENTO ORTOGONAL

Teremos a seguinte decomposi¢cdo ortogonal:

14 17 55 b
32= (5355 )+ (¢35 ¢)

ew e wit

FIGURA: Decomposi¢do Ortogonal do Vetor v = (1,3, 2).
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